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PREFACIO 


Esto libro es un manual dol curso de «Geometría» para 
los centros de enseñanza secundaria ospecial. Los autores 
trataron de dar a conocer a los esllidiantes las nociones mate¬ 
máticas más importantes y los mótodos que tienen gran 
aplicación, así como de mantener una debida sucesión en 
el contenido, terminología y simbolismo con el curso de 
matemática do la escuela secundaria. El material teórico 
so expone conjuntamente con el análisis de los problemas, 
y al final de cada capitulo se ofrecen problemas para el 
estudio individual do los estudiantes. 

La segunda edición del manual está representada por un 
solo libro y se modificó sustancial mente, tomando en cuenta 
las observaciones do profesores y metodistas formuladas al 
discutir ol manual, así como la experiencia acumulada du¬ 
rante ol trabajo con el mismo. Se modificó y complementó 
el sistoma de ejercicios para cada capítulo. 

Señalemos las diferencias más sustanciales de la segunda 
odición del manual. 

En la nueva edición los vectores en el plano y en el espa¬ 
cio so interpretan no como traslados paralelos, sino como 
segmentos dirigidos con las respectivas operaciones de adi¬ 
ción de los vectores y de multiplicación dol vector por un 
número. Los problemas geométricos y físicos que se resuelven 
por el método voctorial (cap. I) están sistematizados y reu¬ 
nidos en un mismo párrafo. El número de talos problemas 
fue considerablemente aumentado. 

El material del capítulo 11 «Rectas en el plano» y del 
capítulo III «Curvas do segundo orden» está considerable¬ 
mente modificado y expuesto con mayor precisión. También 
se efectuaron algunas reducciones. Por ejemplo, dol capí¬ 
tulo Tí se excluyó el párrafo «Ecuación de una recia en 
coordenadas polares», y del capítulo III, los párrafos dedi- 
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cados a la construcción de puntos de la elipse, hipérbola 
y parábola con ayuda del compás y la regla. 

La primera parte del capítulo IV «Rectas y planos en 
ol espacio. Poliedros» está escrita de nuevo y contiene los 
principales conocimientos de la esteroometría. Aquí están 
expuestas tales cuestiones como la axiomática de la estereo¬ 
métria, situación recíproca de las rectas y planos en el 
espacio, ol teorema de las tres perpendiculares, etc. La segun¬ 
da parte del capítulo IV está dedicada a los poliedros y es 
una modificación del material correspondiente del capí¬ 
tulo ÍI parto II de la primera edición. 

El capítulo V «Ecuaciones de las rectas y de los planos 
en el espacio» está reducido considerablemente, ya que el 
material relativo a la estereométria está expuesto, princi¬ 
palmente, en el capítulo anterior, sin servirse de los métodos 
do la geometría analítica. 

En el capitulo VII «Volúmenes de los cuerpos y áreas 
de las superficies» están simplificadas sustancialmente 
las definiciones y terminología. La deducción de muchas 
fórmulas está simplificada, y algunas fórmulas secundarias 
están suprimidas. 

En la segunda edición del libro está incluido un «Breve 
esbozo histórico». 

El material que excede el marco del programa está mar¬ 
cado con un asterisco. 

En la preparación de lo segunda edición se prestó especial 
atención al mejoramiento del estilo. Los autores consideran 
que lograron simplificar muchas demostraciones, haciéndo¬ 
las así más accosibles para los estudiantes. 

Los problemas están sistematizados para todos los capí¬ 
tulos, gran parte do ellos está sustituida por nuevos. Las 
formulaciones de muchos problemas viejos están precisadas. 
Han sido eliminadas todas las inexactitudes y erratas per¬ 
cibidas en las respuestas. 

Los autores consideran como un deber agradable expre¬ 
sar su gratitud al crítico oficial, profesor de la escuela téc¬ 
nica de la ciudad de Kuznetsk, V. I. Kogan, al metodista 
superior del Gabineto Científico y Metodológico del Minis¬ 
terio de Enseñanza Superior de la URSS, I. I. Agápova 
y a los profesores de las escuelas técnicas de Moscú 
A. A. Adamovich, I. V. Borisova. Z. I. Dobrina, E. V. Zar- 
kova quo examinaron atentamente el original del manual 
e hicieron una serie de valiosas observaciones críticas. 

Los autores 



Capítulo I 


VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO 


§ 1. Variables vectoriales y escalares 

En la mecánica, en la física y on muchas ciencias técni¬ 
cas se estudian magnitudes de distinto género. Unas magni¬ 
tudes (longitud, área, volumen, masa, densidad, tempera¬ 
tura, etc.) se definen completamente por un solo valor numé¬ 
rico, una vez escogida la unidad de medida. Talos magni¬ 
tudes se denominan variables escalares (numéricas). 

Otras magnitudes (fuerza, velocidad, aceleración, ote.) 
so definen no sólo por el valor numérico, sino también por 



la orientación en el espacio. Talos magnitudes se denominan 
variables vectoriales. 

La variable vectorial se expresa geométricamente por 
medio de un segmento de determinadas longitud y dirección. 
Al mismo tiempo, la longitud del segmento, según la unidad 
de escala escogida, es igual al valor numérico de la variable 
vectorial, y la dirección del segmento coincide con la direc¬ 
ción de esta variable. Supongamos, por ejemplo, que al 
punto 0 están aplicadas dos fuerzas F, y F t (fig. 1). Las 
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magnitudes de estas fuerzas son iguales, pero tienen dis¬ 
tintas direcciones y, por lo tanto, están representadas en 

la figura por dos segmentos dirigidos distintos OA¡ y O A 2 
de igual longitud. 

Si la magnitud de la fuerza F x es superior a la magnitud 
de la fuerza F,¿, la longitud del segmento OA¡, que expresa 



Fig. 3 


la fuerza F debe ser respectivamente mayor que la longi¬ 
tud del segmento O A 3 , que presenta la fuerza F« (fig. 2), 

De la mecánica se sabe, que las fuerzas aplicadas a un 
mismo punto se suman según la regla del paralelogramo. Por 
ejemplo, la acción de las fuerzas F, y F a , aplicadas al pun¬ 
to O. es equivalente a la acción de la fuerza F, que se expresa 

en la figura mediante la diagonal dirigida OA del paralolo- 
grnmo OA,AA¡ (fig. 3), construido sobre los segmentos 

dirigidos OA, y OA t . En este caso se escribe F = F, + F t . 

En general, para estudiar las variables vectoriales es 
cómodo utilizar ios segmentos dirigidos, para los cuales, 
según las reglas respectivas, están introducidas la noción 
do igualdad y definidas las operaciones de adición y multi¬ 
plicación por un número. Tales segmentos dirigidos se 
denominan voctores. 


§ 2. Vectores 

Cualquier segmento de una recta tiene dos puntos extre¬ 
mos. Si uno de ellos se toma como origen del segmento y el 
otro, como punto final, el segmento en cuestión se denota 
dirigido. Los segmentos dirigidos habitual mente se denotan 

con dos lolras con flechas, por ejemplo, AB, BA, OA , OB , 
etc., donde la primera letra denota el origen del segmento 
y la secunda, el extremo del segmento. 
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Dos segmentos dirigidos se consideran iguales si tienen 
longitudes iguales, son paralelos y están orientados en un 
mismo sentido. Por ejemplo, en la figura 4 donde ABCD 

es un paraleiogramo, los segmentos dirigidos ÁB y DC son 
iguales, ya que | AH | = J DC |, 

(AB) || (DC) y los segmentos Aii 

y DC están orientados en el mis¬ 
mo sentido. 

Los segmentos dirigidos AB y 
AD no son iguales, ya que no 
son paralelos. Los segmentos di- Ki g . 4 

rígidos AB y CD tampoco son 

iguales, ya que tienen el sentido opuesto, aunque son pa¬ 
ralelos y do la misma longitud. 

Los segmentos dirigidos con la noción de igualdad intro¬ 
ducida se denominan vectores. En los párrafos que siguen 
serán introducidas para ellos las operaciones de adición, 
sustracción y multiplicación por un número. 

Conforme a la definición todos los segmentos dirigidos 
iguales entre sí representan un mismo vector. Por ejemplo, 
si un vector representado en la figura 4 como un segmento 
dirigido AB, se denota a, entonces a «=■ AB = DC. 

La longitud del vector a *= AB denotada | a | o | A17 ¡¡ 
es la longitud del segmento AB. La dirección del vector a = 

=3 AB, es la dirección definida por el rayo AB. 

Un vector, cuya longitud es igual a cero, so denomina 
vector nulo y se designa 0. Es evidente, que el origen del 
vector nulo coincide con su extremo: 0 = AA = BB. 

Así pues, cada vector a^O se define completamente por 
la longitud y la dirección. El vector nulo no tiene dirección. 

§ 3. Suma de vectores 

Sean dados dos vectores a = OA y b = OB (fig. 5). 
Tracemos del punto A tal segmento AC, que AC = b. 

Entonces el vector c — OC se denomina suma de los vectores 
a y ó y se designa a + b. 
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Así pues, : O A AC = -OC Esta igualdad se denomina 
regla del triángulo de adición dé dos vectores. Es ovidente, 
que esta regla os válida en el caso, cuando los puntos O, A 
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y B se encuentran en una misma recta (figs. 6, 7). En parti¬ 
cular, a + 0 ~ a. 

La adición de los vectores tiene las siguientes propie¬ 
dades: 


Fig. 0 

b t _ L 

B O C A 

Fig. 7 


(1. Propiedad de coniñutatividad: 
para cualesquiera vectores a y b 

a + b = b + a. (1) 

2. Propiedad de asociatividad: > 
para cualesquiera vectores a, b y c 

(a + ó) + c = a + (b + c). (2) 

□ 1. Supongamos que a = ÓA, b = OB. Consideremos 
el caso cuando los puntos O, A y B no están situados en la 
misma recta. Construyamos en los segmentos OA y OB el 
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paralelogramo OA CB (fig. 8). Entonces I OA I = I BC I. 
(oA) || ( nc ) y | Ofí | = | AC |. ( OFt) || (AC), como lados 



opuestos del paralelogramo. Por lo tanto, a = ÓA = /?&, 
b = 013 = AC y, por consiguiente 

a + b^OA+ÁC = ÓC, b + a^Ófi + BC^ÓC, 

lo que demuestra la igualdad (1). 

Para el caso, cuando los puntos O, A, B están situados 
en una misma recta, demuestren las igualdades independien¬ 
temente (1). * 

2. Tracemos desde cierto punto O el vector OA — a, 
del punto A, el vector Afí = fe y, por último, tracemos el 



vector BC = c desde el punto B (figs. 9, 10). Unamos con 
el segmento OC los puntos O y C. Entonces,por un lado, 
(voase la fig. 9), 

(a + fe) + c = (ÓA +• ÁB) -t -BC =.OC, 

6% i-So 
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y, por otro lado, (véase la íig. 10), 

a + (b + c)^ OA + (ÁB-r BC) = OA + ÁC = ÓC, 
lo que demuestra la igualdad (2). ■ 

L)c la figura 8 so ve, que la suma do los vectores a — OA 

y b = OB es igual a la_diagonal dirigida OC del paralelo- 
gramo OACB, construido sobre los segmentos O A y OB, 
es decir 

ÓA+OB^OC. 

Esta igualdad se denomina regla del paralelogranfo do adición 
de dos vectoros. 

Puesto que la adición de los vectores os asociativa, la 
suma de tres y mayor cantidad do vectores se escribo sin 


O 



Fig. 11 FiR- 12 


paréntesis. Por ejemplo, en vez de (a -+• b) + c o a + (6 c) 
se escribe a + b -f- c. 

Si se requiere hallar la suma dé tres o mayor cantidad 
de vectores; se utiliza la llamada regla del polígono. Esta 
consiste en lo siguiente. 

Supongamos que se dan los vectores a, b, c, d y se 
requiere hallar su suma. 

Escojamos cierto punto O (fig. 11) y construyamos tal 
segmento OA que OA = a, luego, construyamos tal seg¬ 
mento AB que AB = b, etc. Sigamos construyendo hasta que 
nc¿ sean agotados todos los vectores sumandos. El segmento 
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dirigido OD que^cícrra la quebrada obtenida) será igual a la 
suma de los vectores dados." ' 

Problema 1. Se da el paralelepípedo ABCDA l B,C 1 D l . 

Hállese la suma de los vectores AB, B,C t , CC,, B X A X , 

BJi (fig. 12). 


O 




A Délas propiedades do las aristas del paralelepípedo 

se deduce, quo B X C, = BC, B X A X = C,D B,B = D X D. 
Por lo tanto 


AB B\C X -f CC X -\-B i A i -\-B t B*^ABA‘ BC + C6 1 , -|- 

+cj) 1 +dJ). /z 

Utilizando la regla del polígono, obtendremos (fig. 
Mi-\- BC + CC t A-C^) i A-DJ3 = Áb. A 


Problema 2. Hállese la suma KD -f MC -f DM 4- CK. 
¿s Utilizando la propiedad de conmutatividnd de la 
adición de vectores obtenemos 


KD + MC+DM ' r CK=KD + DM + MC + CK. 
Abora según la regla del polígono hallamos 

KD 4 - DM + MC + CK = KK = 0 . a 
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Problema 3. Se da la pirámide triangular ABCD (fig. 14). 
Hállese la suma ÁB + CD + ÁC + BC + DA. 

£> Utilizando las propiedades de coima uta ti vidad y de 
asociatividad de la adición de vectores, obtendremos 

AB + CDA-AC+tíC-\-DA = 

= ÁB + BC+CD + DA + ÁC = ÁC. a 

§ 4. Vectores opuestos. 

Sustracción de los vectores 

'Cualesquiera de los do's .Sectores, cuya suma es igual al 
vector nulo, yse denominan opuestos. El vector opuesto al 
vector a se designa —a. Por lo tanto, según la definición 

a + (—o) = 0. 


Do la definición so deduce que, si a = ÁB, —a = BA , 
es decir, ios voctores opuestos tienen longitudes ¡guales 
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y direcciones opuestas. Por ejemplo, si ABCD es un para- 
lelogramo, los Rectores ÁB y CD son opuestos (fig. 15). 
Los vectores AD y Ctí también son opuestos, 
tjjj Para cualesquiera do los dos vectores « y b, el vector 
c = a + (— b) se denomina diferencia de los vectores a y b 
y se designa a — b. Así pues, según la definición 

— & = o + (— b)^\ 

Sw* = O A y bj= OB (fig. 10), entonces a — b = OA — 
— OB = OA -f- BO = BO 4- O A = BA. Por lo tanto, 
fOA — ÓB^BÁ., 


( 1 ) 


En la figura se ve que BA es una diagonal dirigida dol 
paralelogramo OACtí. conslruido sobre los segmentos O A 
y Oli. La otra diagonal OC exprosa la suma de los vectores 
OA y ÓB. 

No es difícil notar que la fórmula (1) puede utilizarse sin 
recurrir al dibujo: con este propósito es suficiente observar 
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atentamente el orden do disposición de las letras en la ins¬ 
cripción de los datos y vectores buscados. Así, por ejemplo, 

PQ-pK' = NQ. (2) 

1 _z£J 

Problema. So da tal cuadrilátero ABCD, que AD — 

=> AC — AB. Demuéstrosc que ABCD es un paralelogramo. 

Según la fórmula (2) so tiene 

ÁC— ÁB =BC. 

Por consiguiontc, BC = AD y, por lo tanto, | BC | = 
= | AD | y (BC) || (AD). De aquí se deduce que ABCD 
os un paralelogramo (fig. 17). ▲ 

§ 5. Multiplicación del vector por un número 

Se denomina producto del vector no nulo a por un número 
z#0 el vector, cuya longitud es igual a | x |- |a |, y la 
dirección coincide con la dirección a, si x > 0, y opuesta 
a ésta, si x < 0. So denomina vector nulo el producto del 
vector nulo por cualquier número x y el producto de cualquier 
vector por el número cero. 


2 * 
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El producto del vector a por el número x so designa xa 
(el factor numérico se escribe a la izquierda). De acuerdo 
con la definición | x-a | = | x \ ■ \ a | para cualquier vec¬ 
tor a y para cualquier número x. 

a - 3 - 

c _ J? 

/;_ e 


Fig. 18 


En la figura 18 está representado el producto del vectora 
por el número x =■ 2 (vector CD) y por el número x — —2 
(vector Ét'). 

La multiplicación del vector por un número tiene las 
siguientes propiedades: 

1. Propiedad de asocialividad: 

x-(y-a) = ( x-y)-a. 

2. Propiedad de distributividad respecto al factor vec¬ 
torial: 

x a + ya — (x + y) a. 

3. Propiedad de distributividad respecto al factor nu¬ 
mérico: 

x-a + x-b — x-(a + b). 


□ Si a = 0 ó xy = 0, la igualdad x (ya) = (xy) a es 
evidente, ya que a la izquierda y a la derecha so sitúan los 
vectores nulos. 

Sea a 0, xy ^ 0 y a = OA. Entonces los vectores 
x (y ■O A ) y (xy) OA se sitúan en la recta OA, tienen una lon¬ 
gitud de |a :|-|0 \-\OA | y están dirigidos en el mismo 

sentido: en dirección al vector a = OA, si xy > 0, y en 
dirección opuesta, si xy < 0. Así pues, la propiedad 1 esta 
demostrada. 
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No vamos a demostrar las propiedades 2 y 3. Señalemos 
sólo que las propiedades 1 y 2 son las propiedades de los 
vectores en la recta. Ellas ya fueron demostradas en el curso 
de geomotría de la escuela secundaria de ocho grados. La 



propiedad 3 es una propiedad de los vectores en ol plano, 
también fue demostrada. ■ 

Problema. En el paralelograino AfíCD el punto M es un 
punto de intersección de los diagonales. Hállese el factor k 
on cada uno de los siguientes casos: 

1 ) MC = k-CA-, 2) BD = k-BM\ 3) AC — k-CM; 

4) BB - k-BD\ 5) ÁA = k-(%. 

A Conforme a la definición do multiplicación del vector 
por un número tenemos (fig. 19). 

1) MC\\ CA, 1 CA | = 2-1 MC |, de donde le = —i. 

2) BM ft BD, | BD | = 2-1 BM |, de dondo k = 2; 

3) CM fí AC, | CM | = y • \AC |, de donde k = —2; 

4) BB = 0, BD 0, de donde k = 0; 

5) AA =0, CC — 0, de donde, k es cualquior número. A 


§ 6. Vectores colineales 

Dos vectores no nulos, cuyas direcciones coinciden o son 
opuestas, se denominan colineales. 

Así, por ejemplo, on la figura 20 los vectores BC y ÁD 
son colinoales, y los vectores AB y AC, no lo son. 

Si los vectores a y b son colineales, se dice también que 
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el vector a es colineal al voctor b. y el vector b es colineal 
al voctor a. 

El vector nulo se considera colineal a cualquier vector. 

Teorema (criterio do colinealidad). Para que el vector a 
sea colineal al vector b no nulo, es necesario y suficiente que 

exista un número k, que 
satisfaga la condición 

a = kb. (1) 

□ Suficiencia. Si para 
un determinado k la igual¬ 
dad (1) se cumple, los vec¬ 
tores b y a son colineales 
do acuerdo con la defini¬ 
ción de multiplicación del 
vector por un número y la definición de los vectores 
colineales. 

Necesidad. Supongamos que el vector u bs colineal al 
voctor b no nulo. Son posibles los siguientes tres casos: a tt b, 
«|f b, a = 0. 

Si a ff 6, a — j-^j b, es docir. la igualdad (1) os válida 
con * - |£j . 

Si a || b, n= — j-^j • b, es decir, la igualdad (1) os 
válida para le = — J-yj. 

Si a =*= O, a = 0-¿>, es decir, la igualdad (1) es válida 
para k = 0. ■ 

Problema. Demostrar que los vectores ÁB + CB + 2BA 
y -g- AC son colineales. 

A Utilizando las propiedades de las operaciones apli¬ 
cadas a los vectores, obtendremos 

~Afí + CB + 2 BA = (ÁB + BA) + (CB + BA) = 

= 0 + CA = CA = —AC. 

Así pues, AB CB 4- 2 BA = —3 (y/lCj. Do acuerdo 

con el criterio do colinealidad de los vectores, los vectores 
dados en las condiciones del problema son colinoales.A 



Fig. 20 
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§ 7. Angulo entre dos vectores 

Examinemos la noción de ángulo entro dos direccio íes 
en el espacio. En el curso de geometría para el 6-to, 7-mo 
y 8-vo grados fue considerada la noción de dirección en el 
plano. 

Al igual que en el plano, en el espacio se denomina direc¬ 
ción el conjunto de todos los rayos, cada uno de los cuales 
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está codirigido con el dado. Así pues, cualquier rayo del 
conjunto dado da los rayos codirigidos determina completa¬ 
mente esta dirección (lo mismo que cualquier segmento 
dirigido determina por completo el vector que él representa). 
Por lo tanto, la dirección en el espacio se da comúnmente 
por medio do un solo rayo. 

Se denomina ángulo entre dos direcciones la magnitud del 
ángulo menor entre cualesquiera rayos de estas direcciones, 
que tienen un origen común. 

El ángulo entre los rayos l, y se denota ( l Z s ). 

Según la definición, el ángulo entre dos direcciones está 
comprendido en el intervalo [0 o ; 180°1. 

Se denomina ángulo entre dos vectores no nulos, el ángulo 
entre las direcciones de estos vectores. El ángulo entro 

los vectores a y b (fig. 21) se denota (a; b). 

Si el ángulo entre los vectores a y ó es igual a 90°, estos 
vectores se denominan perpendiculares (u ortogonales) y se 
escribe: a 1 b. 

Señalemos que si a ft ó, (a; 6) = 0° y si a fj'ó, («: b) = 
= 180°. 

Examinemos cierta recta l, en la cual está eligidamna 
unidad de medida de longitud. Supongamos que A y B 
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son ciertos puntos en la recia l, tales que | AB | = 1. Enton¬ 
ces, los vectores AH y HA se denominan vorsoros de la rec¬ 
ta l (fig. 22). 

Los versores do la recta dan en ésta dos direcciones. Una 
de ellas se denomina positiva, y la otra, negativa. 


A B ¡ 

Fig. 22 



Fig. 23 

So denomina eje la recta en la cual es eligido el punto O 
(origen de la cuenta) y son dadas la dirección positiva y la 
unidad de medida de la longitud. Se denomina versar del eje 



(fig. 23) el vector c (| e | = 1) que determina la dirección 
del eje. 

Se denomina ángulo entre el vector y el eje, la magnitud 
del ángulo entro la dirección del eje y la dirocción del vector 
(fig. 24). 


§ 8. Desarrollo del vector en el plano 
en dos vectores no colineales 

Supongamos que los vectores a y b son no colineales. 
Entonces, si los números x y y satisfacen la condición 

xa + y-b = 0, ( 1 ) 

^0 


x ~ 0 y y = 0. 
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□ Efectivamente, si, por cjoiuplo, x 0, do (1) so 
deduce que 



Esto contradice a que los vectores a y b son no colineales. 
De oste modo, x — 0. 

Do manera análoga so muestra que y — 0. ■ 

Se dice que el vector a es una combinación lineal de los 
vectores a,, a 2 , a 3 , . . ., a„, si puedo sor oxpresndo en la 
forma 

a = x¡a¡ + x.a 2 + . . . + x n a n , 


donde x,, x 2 , . . x n son ciertos números. 

Así. el vector a — 3a, — 5a, + -i-a 3 es una combinación 
linoal do los vectores a,, a 2 y a,. 

Teorema. Cualquier vector m en el plano puede ser defi¬ 
nido, además, de un modo tínico, en forma de combinación 
lineal de cualesquiera dos 
vectores no colineales a y b; 

m = xa + yb. (2) 

□ Si el vector ni es coli- 
neal a uno de los vectores a 
y b (por ejemplo, al vectora), 
entonces para ciorto número 
m tenemos m = x a =* x a+ 

4-0 b. Do este modo, el vec¬ 
tor m está representado en la 
forma (2). 

Si el vector rn no es colineal al vector a ni al vector b 
(fig. 25). entonces, al trazar a través del punto M las rec¬ 
tas, paralelas a [OH) y [OA), tenemos ni — OE + OF. 
Pero, según el criterio de colinealidnd de los vectores existen 

tales números x y y, quo OE — xa, OP = yb, de donde se 
desprende la igualdad (2). 

Demostremos la unicidad de tal representación. Sea que 
m = x,a 4- y,b y m = x¡a 4 - yjb. 

Entonces (x, — x 2 ) a + (y , — y¡) b = 0. Pero puesto que 
los vectores a y b son no colineales, la igualdad es posible 
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sólo cuando 2 ;, = y y¡ — y t . La unicidad está demostra¬ 
da. ■ 

Si un vector está representado como una combinación 
lineal de ciertos vectores so dice, que el vector está desarrollado 
según estos vectores. 

Se denomina base en el plano cualesquiera dos vectores 
no colineales de este plano, tomados en un orden determi¬ 
nado. 

Soa que e, y c¡ es cierta base y a, un vector arbitrario, 
entóneos según el teorema demostrado existen dos números 
x y y tales que 

a = xe¡ 4- ye z . 

Los números x o y se denominan coordenadas del vector a 
en la base dada. En esto coso se escribe a — (*; y). 



Fig. 26 

Problema 1. Los puntos K y L son los puntos medios de 
los lodos BC y CD del paralelogramo ABCD. Desarróllese 
ol vector CC en los vectores a = AK y b = AL. 

A Do AAKB (fig. 26) tenemos que 

AB + = a. (1) 

De aADL obtenemos AD + DL — b. Puesto que AD = 
= BC , DL = entonces 

BC + -±f=b. (2) 

De la igualdad (1) se deduce que 

MÍ . £c_ = _a ¿ AB o BC 
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(3) 



Sustituyendo 44 de (3) en (2), obtendremos 

/Jc + _£._ií£= 6, Ó |-éc = 6—¿ 

y, por lo tanto, 

4 , 2 2,4. 

BC ~n b -g a= ’-T a +-5 b - A 

Problema 2. Se da el aABC. D € IBC'I, \ BD | = | DC I, 
\BM\ es una mediana del triángulo ABC. Hállense las coor- 
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denudas del vector Bilí, si los segmentos dirigidos BA y BD 
definen los vectores básicos. 

& Transformemos el aABC en el paralelngraino ABCN 

(fig. 27). Entonces DN = 2 BM =» BA + BC. Designando 
BA = e lt BD = e», obtendremos 2 BM = 1-e, + 2-e 2 . do 
donde BM = ^•e l + 1-e*. 

Así pues, en la base dada BM = l) . A 

§ 9. Vectores coplanares 

Del curso do geometría para secundaria básica se sabe 
que la recia es paralela al plano, si no tiene puntos comunes 
con esto plano o está situada en éste. 

El vector AB lo donominaremos paralelo al plano, si la 
recta AB es paralela a este plano. El vector nulo se considera 
paralelo a cualquier plano. 

Los voclores a„ a... se denominan coplanares 

si cada uno do ellos es paralelo a un misino plano. 
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Cualesquiera dos vectores son siempre coplanares. 

Es evidente, que si tres vectores son coplanares, entonces 
pueden ser representados por medio de segmentos dirigidos, 
situados en un mismo plano. 

Examinemos la adición do tres vectores no coplanares 
según la llamada «regla del paralelepípodo». 

Sea que los vectores a, b y c son no coplanares (fig. 28). 
Tracemos de un punto arbitrario O los vectores ÓA = a, 
OB — b y OC = c y construyamos ol paralelepípedo para 
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Fig. 28 Fig. 29 

el cual 10.4], lOZíl y IOC] sirven de aristas. Sea que \0M) 
es una diagonal do esto paralelepípedo. Puesto que OB — 
= ÁD y ÓC = DNI 

ÓA+ÓB +0C =ÓA + AD H- DM =ÓM, 

es decir, a -f b + c = OM. 

Así pues, la suma de tres vectores no coplanares es igual 
al vector representado por medio de una diagonal dirigida del 
paralelepípedo, construido sobre estos vectores. 

Problema. Dar ejemplos do las aristas de la pirámide 
triangular ABCD que representan: a) dos vectores colinea- 
les; b) tres vectores coplanares; c) tres vectores no coplana¬ 
res. 

A Examinémosla imagen de una pirámide (fig. 29). Uti¬ 
lizando las definiciones de los vectores colinea]os y coplana¬ 
res obtendremos: 
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a) ningún par do aristas distintas de la pirámide puede 
representar los vectores colincales. ya que entre ellas no hay 
aristas recíprocamente paralelas; 

b) las aristas AC, CU, BA (o las aristas AD, DC y AC) 
representan tres vectores coplanares (por ejemplo, los vec¬ 
tores AC. AB y BC)\ 

c) las aristas DA, DC y DB representan tres vectores no 
coplanares (por ejemplo, los vectores DA. CD, DB). A 

§ 10. Desarrollo del vector en tres vectores 
no coplanares 

Teorema. Cualquier vector rn puede ser representado, ade¬ 
más, de un modo único, en forma de una combinación lineal de 
cualesquiera tres vectores no coplanares a, b y c: 

m = xa yb + zc. (1) 

□ Ante todo señalemos, quo ningún par de vectoros do 
los vectores a, b, o es colineal; de lo contrario, los vectores 



a, b, c serían coplanares. Por lo tanto, si el vector m os 
coplanar con cualquiera do los dos vectoros (por ejemplo, 
con a y b), entonces in = xa -+• yb (§ 8) y, por consiguiente, 
m = xa + yb + 0-c, 

es decir, en este caso el teorema está demostrado. 
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Son que el vector m no es coplanar con ningún par de 
vectores do los vectores», 6 , c (fig. 30). Reduzcamos todos 
los vectores al origen común O y tracemos a través dol pun¬ 
to M (ol extremo del segmento dirigido quo expresa el vec¬ 
tor OM = m) una recto paralela al vector c. Dicha recta 
cortará el plano OAB en cierto punto N. Claro está, que 
OM = ON 4 - NM. 

Según la propiedad de los vectores colineales NM = zc. 
Según el teorema del desarrollo del vector en dos vectores no 
colineales existen tales números x, y, quo ON = xa -f- yb. 

Así pues, 

OM = ON 4 - NM = xa + yb 4 - zc. 


La unicidad del desarrollo del vector ni en los vectores 
a, b y c se demuestra de una manera análoga a como fuo 
hecho en el teorema del desarrollo del voctor en dos vectores 
no colineales (§ 8 ). ■ 

Se denomina base del espacio cualesquiera tres vectores 
no coplanares, tomados en un orden determinado. 

Supongamos que e,, e t y e 3 son cierta baso y a, un vector 
arbitrario. Entonces, según ol teorema que acabamos de 
demostrar, existen tres números x, y, z tales que 

a = xe¡ 4 - ye, 4- ze 3 . 

Los números x, y y z se denominan coordenadas del vec¬ 
tor a en la base dada. En este caso se escribe a = (x\ y, z). 

Problema 1. Se da el cubo ABCDA l BiC l D i . Desarrollar 
el vector AK, donde K es el centro de la cara BCC¡Bi, en 
los vectores a — AB, b = AC, c = AA, (fig. 31). 

A Del triángulo AKL tenemos AK = AL 4- LK, pero 


7? AB + AC a + b 
AL = - - __ 


y 



e 


Por consiguiente. 


rt a+b , c 1 „ , 1 t 1 _ 
AK =-~2 -by- y a + ~ b + -¿c. 


Problema 2. Sea que los vectores DA, DB, DC repre¬ 
sentados por las respectivas aristas dirigidas de la pirámide 
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triangular ATiCD, forman una base. Hállense las coorde¬ 
nadas del vector AH en esta base. 

A Hagamos uso de la figura 29. Designando DA = e¡, 
DR = e a , DC - e 3 , obtendremos AB — Dtí —DA = 

— — e i + «i ó AB = —1 -e, 4- 1 -e 4 -f- 0-e... de donde Afi — 
-(—1;1;0). A 


§ 11. Operaciones con los vectores definidos 
por sus coordenadas 

Si los vectores están definidos por sus coordenadas en la 
base e,, e 2 , e 3 , las operaciones con ellos se cumplen según 
las siguientes reglas: 

1. En caso de adicionar dos (o mayor número) vectoros 
sus respectivas coordenadas se suman: 

(«i! Vú zi) + (**; y 2 \ z t ) = (x¡ -f x a ; y x + z, + z g ). 

□ Efectivamente, para dos vectoros (a:,; y¡\ z,) y 
(x¿, y 2 ; z 2 ) tenemos 

y x \ Zj) + {x t ; y t ; z t ) = (*!«! + y x e t + z,e 3 ) ■+• 

+ (*s«i + y„e 2 + z a e 3 ) = (x, + x a ) e x + 

+ (Vi + Va) e 2 + (z a + z 2 ) e 3 =■ 

= (*i + z»; ¡vi + y t ; z t + z a ). 

Para la suma de tres o^mayor número de vectores la demos¬ 
tración se realiza de manera análoga. ■ 

2. En caso de sustraer los vectores sus coordenadas res¬ 
pectivas se sustraen: 

(*>* Vi! Zi) — (*«! y-¡\ z*) =• (x x — x a ; y¡ — y 2 ; z, — z 2 ). 
Hágase la demostración de una manera independiente. 

3. En caso de multiplicar el vector por un número todas 
sus coordenadas se multiplican por este número. 

□ De hecho, para el vector (x x ; y¡; z,) y el número X 
tenemos 

* (*i! Vi! Zj) = (x,e¡ + y x e, + z,e 3 ) = 

= (**i) «i + (*V.) + (tei) e, = (Xx l ; Xy¡; Xz x ).a 

Problema. Hállense las coordenadas de los vectoros 
a + b; a — b; 5a; 3b —~ por las coordenadas do los vec¬ 
tores a = (—4; 6; 0), b (1; — 1 ; 7). 


31 



A Utilizando las reglas 1, 2 y 3 obtenemos: 
a + b = (—3; 5; 7); a — b — (—5; 7; —7); 5« == 

= (—20: 30; 0); 36— y = (5; —6; 21). a 

§ 12. Sistema cartesiano de coordenadas 

Sea que on el espacio se dan dos pantos arbitrarios dis¬ 
tintos O y M y supongamos que uno do ellos, por ejemplo, el 
punto O, está elegido como punto do origen. Entonces el 


M 
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Pig. 32 

vector OM se denomina radio vector del punto M respecto 
al punto O (fig. 32). 

Soa que en el espacio se da el punto O y cierta base e lt 
e 2 , e 3 . El conjunto de esta base y el punto O so denomina 
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sistema cartesiano de las coordenadas O, e,, c t , e 3 . El punto O 
se denomina origen de coordenadas. 

Si a través del punto O so trazan las rectas en direcciones 
definidas por los vectores básicos e,, e¡, y e 3 , entonces las 
rectas obtenidas se denominan ejes de coordenadas (fig. 33); 
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la recta Ox, eje de abscisas, la recta Oy, eje de ordenadas 
y la recta Oz. eje de z-coordenadas. 

Las coordenadas del radio vector del punto M se deno¬ 
minan coordenadas de esto punto en ol sistema de coorde¬ 
nadas dado ( x es la abscisa, y, la ordenada, z, la z-coorde- 
nada). 

Análogamente se determina el sistema cartesiano de coor¬ 
denadas O, e u e¡, en el plano (este es un punto arbitrario 
fijado O y cierta baso e¡, 
e 2 en el plano) (fig. 34). 

Las coordenadas del pun¬ 
to M se escriben por lo co¬ 
mún al lado de la letra 
que lo (denotan: M ( x ; y) 
en el plano y M (a:; y; z) 
en el espacio. 

Es evidente, que un 
sistema cartesiano de coor¬ 
denadas en el espacio per¬ 
mito establecer una co¬ 
rrespondencia biunivoca 
entre los puntos del espacio íy 'las lernas de números 
ordenadas, y en ol plano, una correspondencia biunivoca 
ontre los puntos del plano y los pares de números ordenados. 


'V 


Fig. 36 

Por ejemplo, al punto A (fig. 35) le corresponde el par 
ordenado do los números (2; 3); al punto A, (fig. 36), la 
terna ordenada délos números (2; —2; y). Al parordonado 
de los números (—1; —2) le correspondo ol único punto B 
del plano (fig. 35) y a la torna ordenada do los números 
(1; 1; 1), el único punto fi\ del espacio (fig. 36). 
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Sea que en el sistema de coordenadas O, e u e 2 , e a está 
definido un ciorto vector AD (fig. 37). Entonces, Al! = 

= 013 — O A. Supongamos ¡que las coordenadas de los pun¬ 
tos A y B son respectivamente iguales a (x,; y,; z t ) y (x 2 ; 



y s ; z 2 ). Entonces, según la propiedad de sustracción do los 
vectores, definidos por sus coordenadas, obtenemos 

AR = (x„ — y 2 — y,; z, — z,). 

De esta formo, para hallar las coordenadas de cierto vec¬ 
tor, es suficiente sustraer de las coordenadas de su extremo 
los coordenadas homónimas do su origen. 

Problema 1. Hállense las coordenadas del vector A13, si 
A <5; —7; 0,5) y R (2; —1; 2,5). 

A Sea que/1Z? => (x; y; z). Entonces, x = 2 — 5 = —3; 
U = —1 — (—7) = 6; z = 2,5 — 0,5 = 2. 

Así pues, AZf = (—3; 6; 2). A 

Si los vectores e ,, e 2 y e 3 que forman la base, son vectores 
unitarios perpendiculares de dos en dos, el sistema de coorde¬ 
nadas O, a¡, e 2 , e 3 se denomina sistema cartesiano rectangular 
de 'coordenadas en el espacio. 

De forma análoga, si los vectores unitarios básicos e, 
y e 2 son recíprocamente perpendiculares, el sistema de coor¬ 
denadas O , e t , e.¿ se denomina sistema cartesiano rectangular 
de coordenadas en el plano. 
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Los vectores unitarios básicos del sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas se denotan comúnmente con las 
letras i, j y k. 

El desarrollo del vector a = OM (fig. 38) del espacio 
en los vectores i, j y k se escribe en la forma 

a = xi 4- yi + ~k . 

En este caso se dice que el veelor n está desarrollado en 




vectores unitarios (versoros) en una base cartesiana rectan¬ 
gular del espacio. 

El desarrollo del vector a (fig. 39) en los vectores i y j 
en una lmse cartesiana rectangular del plano se escribe en la 
forma 

a = xi + yj. 

En los párrafos 10 y 8 fue demostrado que tal desarrollo 
del vector es siempre posible y único. 

Problema 2. Hállese el desarrollo de los vectores OM, 

y jWyV en la base cartesiana rectangular ilustrada en la 
figura 40 (el punto M l es la proyección del punto M sobre 
el plano xOy). 

¿ Puesto que el punto Ai, es la proyección del punto M 
sobre el plano xOy , Ai, (3; 4; 0). Por lo tanto 
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OM, = 3* + Aj + 0 k. 
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Hallemos por ahora las coordenadas dol vector M X N 
en la base dada: M X N = (—4 — 3; —3,5 — 4; 2 — 0), 



os decir, M t N = (—7; —7.5; 2). Por consiguiente. M.N — 
= —7 i — 7,5 ¡ + 2/c. A 


§ 13. Transformación de un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas en ofro 

La correspondencia biunivoca entro los puntos del espa¬ 
cio y los pares ordenados de números reales se establece 
mediante la elección del sistema cartesiano rectangular de 
coordenadas. Esto quiero decir, que a cada punto dol plano 
le corresponde un único par de números y a cada par orde¬ 
nado de números reales le corresponde un único punto. 

La elección de tal o cual sistema de coordenadas no está 
limitada por nada y se determina en cada caso concreto 
solo por motivos de comodidad. Frecuentemente un mismo 
conjunto se examina en distintos sistemas de coordenadas. 
Es evidente, que un mismo punto tiene distintas coordena¬ 
das en los divorsos sistemas. Un conjunto de puntos (en 
particular, la circunferencia, la parábola, la roela) se define 
por distintas ecuaciones en diferentes sistemas de coorde¬ 
nadas. 
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Aclaremos, corno se transforman las coordenadas do los 
puntos del plano en caso de transformación do un sistema de 
coordenadas en otro. 

Sea que en ol plano se dan dos sistemas rectangulares de 
coordenadas: O, i, / y O ', i', j' (fig. 41). Convengamos en 
denominar viejo el primer 
sistema, que tiene como 
origen el punto O y como 
vectores básicos los vectores 
i y y, y nuevo, el segundo 
sistema, que tiene como 
origen el punto O' y como 
vcctoros básicos los vec¬ 
tores i' y 

Consideremos como co¬ 
nocida la posición del nue¬ 
vo sistema respecto al vie¬ 
jo: sea que ol punto O' en 
el sistema viejo tiene las 
coordenadas (a; b), y el |r¡g. 41 

voctor £' forma un ángulo a 

con el vector i. El ángulo se cuenta en sentido unlihorario. 

Examinemos un punto arbitrario M. Designemos como 
(j:; y) sus coordenadas on el sistema viejo y como { x ‘; y'), 
en el sistema nuevo. Nuestra tarea consisto en establecer uno 
dependencia entro las coordenadas viojas y nuevas del pun¬ 
to M. 

Unamos de dos en dos los puntos O y 0\ O' y M , O y M. 
Según la regla del triángulo obtenemos 



0M = 00' +0'M. (1) 

Desarrollemos en vectores básicos i y /, los vectores OM 
y 00', y en vectores i' y /', el vector O'M: 

OM =xi -ryj, 00'=ai+bj, O'M =x'i'+ y'j’. 

Ahora se puede escribir la igualdad (1) así: 

xi + yj = (ai + bj) + (x'i + y'j'). ( 2 ) 

37 




Los vectores básicos nuevos V y /' se desarrollan en vec¬ 
tores básicos viejos ¡y / del modo siguiente: 
i' — eos ai -í- sen aj, 

/' ^cos (-£■ -f a) i -f-sen (-5- +a) /== — sen ai -¿-cosa/. 

Sustituyendo las expresiones halladas para i' y /' en la fór¬ 
mula (2), obtendremos la igualdad vectorial 

¿i + yj = ai + bj 4- x' (eos ai -(- sen aj) + 

-f- y' (—sen ai + eos aj), 
que os equivalente a las igualdades numéricas: 


x ■= a + x' cosa— y‘ sen a, 
y *= b x’ sen a + y’ eos a. 


(3) 


Las fórmulas (3) ofrecon las oxpresiones buscadas pura 
las coordenadas viojas x e y del punto a través de sus nue¬ 
vas coordenadas. A fin de hallar las expresiones para las 
nuevas coordenadas a través de las viejas, es suficiente 
resolver el sistema de ecuaciones (3) respocto a las incógni¬ 
tas x' y y'. 

Así pues, cuando se traslada el origen de coordenadas al 
punto ( a ; b) y se giran los ejes en el ángulo a, las coorde¬ 
nadas de los puntos se transforman según la fórmula (3). 

Si cambia solamente el origen de coordenadas, y las 
direcciones de los ejes quedan invariables, suponiendo 
a = 0 on las fórmulas (3), obtenemos 


* = 11 - 1 -*' 
y — b— y'. 


(4) 


Estas fórmulas se denominan brevemente fórmulas de 
traslado. 

Sí el origen de coordenadas queda intacto y los ejes giran 
en ol ángulo a suponiendo en las fórmulas (3) a = b — 0, 
obtenemos 


x = x' eos a — y sena, 
y = x' sen a + y' eos a. 


(5) 


Las fórmulas (5) se denominan fórmulas de giro. 
Problema f. Sea que las coordenadas del nuevo origen 
son (2; 3) en el sistema viejo, y las coordenadas del pun- 
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to A son (4; —1) en e! sistema viejo. Hállense las coorde¬ 
nadas del punto A en el sistema viejo, si las direcciones de 
los ejes quedan invariables. 

A De acuerdo con la fórmulas (4) tenemos 

I 4 = 2 + *', 

1 -1=3 +y'. 

Por consiguiente. 



Resultado. A (2; —4). A 

Problema 2. Sea que las coordenadas del punto P son (—2; 
1) en el sistema viejo y (5; 3) en el nuevo sistema, en el 
cual las direcciones de los ejes son las mismas. 

¿ Según la fórmula (4) obtonemos 

r -2 = a + 5, 

1 1=6 |3, 

de donde a = —7, b = —2. 

Resultado. { — 7; —2). A 

Problema 3. Las coordenadas del punto A son (4; 2) en 
el nuevo sistema. Hállense las coordenadas do este punto on 
el sistema viejo, si el origen de coordenados quedó invariable, 
y los ejes de coordenadas del sistoma viejo están giradas 
en el ángulo a = 45°. 

A Según los fórmulas (5) hallamos 

a: = 4eos45 o —2sen 45° = 4--^-2--í0- = /2, 
y = 4sen 45° -|-2 cos45° = 4 -L^- + = 3/2. 


Resultado. A (J/T; 3/2). A 

Problema 4. Las coordenadas del punto A son (2 /3; 
— V 3) en el viejo sistema. Hállense las coordonndas de oste 
punto en el nuevo sistema, si el origen de coordenados del 
viejo sistema se trasladó al punto (—1; —2), y los ejes 
están girados en un ángulo a — 30°. 
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A Según las fórmulas (3) tenemos 


í 21/3= — 1 -f-x' eos 30 o — 1 /' sen 30°, 

l -Y% = _ 2 + x' sen 30° + y' eos 30°, 
ó 

2^3=-1+*'.-!^-!,'.-i, 

-K3=-2-|-x'4 + «,'. 4 , 
ó 

í V3*'-y'~4V3+2. 

\ x' + Vly'^ 4 — 2 ^ 5 . 


Resolviendo esto sistema de ecuaciones respecto a x' 
y y ', hallamos: x' == 4, ¡/' = —2. 

Resultado. A (4; —2). A 

Problema 5. Se da la ecuación de la recta y = 2x — (>. 
Hállese la ecuación do la misma recta en el nuevo sistema 
de coordenadas, obtenido del viejo sistonia mediante el 
giro de los ejos en un ángulo de a = 45°. 

A En esto caso las fórmulas de giro tienen la forma 

I x = x' eos 45° — y’ sen 45°, , 
l y = x' sen 45° y' eos 45°, 

es decir 


y = 


Vi 

2 

Vi 


Vi 


■^-(x'A-y'). 


Sustituyendo en la ecuación de la rocta y = 2x — 0 las 
variables viojas x y y por las nuevas, obtendremos la ecua¬ 
ción 

-^. {x ‘ + y') = 2-^(x'-y-)-ii, 
que tras las simplificaciones toma la forma 
y'=~-2V2. A 
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§ 14. Sistema polar de coordenadas 

Familiaricémonos con un método más de determinación 
de la posición del punto en el plano por medio de los núme¬ 
ros, es decir, con el sistema polar de coordenadas. 

Examinemos en el plano el eje l con un vector unitario e 
y con un punto do referencia O (íig. 42). 

Sea que M es un punto arbitrario del plano, que no coin¬ 
cide con el punto O. Entonces OM es el radio vector del 



punto M respecto al punto O. Sea que r es una longitud del 
vector OM, es decir, | OM \ = r y <j> es el ángulo onlre ol 
eje / y el radio vector OM. Calculemos el ángulo <p = 

= (e; OM) desde el eje l en sentido positivo, es decir, en 
sentido antihorario. 

Los números r y cp se denominan coordenadas polares del 
punto M: r es un radio polar, <p, un ángulo polar. 

El eje l se denomina eje polar y el punto O, polo. 

El radio polar del punto 0 se considera igual a cero, ol 
ángulo polar del punto O no se define. 

Si el punto M tiene las coordenadas polares r y ip, enton¬ 
ces so escribe M (r; (p). Por ojcmplo, ol punto K (fig. 43) 
ticno las coordenadas r = 2, q> = 45°, es decir, K. (2; 45°). 

Es evidente, que la posición del punto en el plano se 
define por completo por modio de sus coordenadas polares. 
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Si r > U y <p es un número arbitrario, existe un solo 
punto M tal que 


| OM | = r y (e\OM) = < p. 


Si r = U el punto coincide con el polo. 

Es do señalar, que el ángulo polar del punto quo no coin¬ 
cide con el polo se deíine no unívocamente. Por ojemplo, 

es ángulo polar para el punto 
K (ver fig. 43) no sólo el ángu¬ 
lo <p = 45°, sino también ,el 
ángulo ip =405° y, en general, 
cualquier ángulo q> = 45° + 
360° k, donde k 6 Z. 

El ángulo polar de un punto 
se define con una precisión hasta 
un sumando, múltiple a 360°. 
Si r > 0, los pares de números 
(r; <p) y (r; <p -f 360° k), donde 
k£Z. dofinen un mismo punto 
del plano. Para que la corres¬ 
pondencia entre los puntos del plano (a excepción del polo) 
y sus coordenadas polares sea biunívoca, al ángulo polar 
so pone un límite 0 ^ <p < 360°. 

Establezcamos una relación entre las coordenadas carte¬ 
sianas polares y rectangulares de un mismo punto M del 
plano. 

Sea que en el plano está definido un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas O, i. j (fig. 44). Tomemos como 
origen de coordenadas, o sea, como polo el punto O y corno 
eje polar l, el eje de abscisas. Entonces el rayo 10y) del 
eje de ordenadas está orientado bajo un ángulo de 90° res¬ 
pecto al eje l. 

Es evidente que las coordenadas cartesianas del punto M 
se expresan a través de sus coordenadas polares de la manera 
siguiente: 



x = r eos <p, y — r sen q>. 


(1) 


Las fórmulas (1) permiten hallar las coordenadas carte¬ 
sianos rectangulares del punto por sus coordenadas polares. 
De la fórmula (1) obtenemos 

x 2 + I/ 2 = r* eos 5 q> + r 2 sen 2 <p = r 5 (eos 2 tp + sen 2 rp) = r 2 , 



y por consiguiente. 


r=Ki a + »‘. 


< 2 ) 


Si r 0 (M no coincide con el punto O), de (1) y (2) 
se deduce que 


eos <p = 




sen (p; 


V** + » s 


(3) 


Las fórmulas (2), (3) permiten pasar de las coordenadas 
cartesianas rectangulares del punto a sus coordenadas 
polares. 

Problema 1. Hállense las coordenadas del punto 

M (—1: 1^3). _ 

^ Por la fórmula (2) hallamos r = f (—l) 5 4- (J/TÍ)’ = 2- 
Según las fórmulas (3) tenemos 


— 1 1 i/5 

cns<p = —= - son<p = -yi, 

do donde q. -= 120°. Así pues. M (2, 120°). a 

Problema 2. Hállense las coordenadas rectangulares car¬ 
tesianas del punto M (4; 135°). 

A Según las fórmulas (1) tenemos 

a: 4 -eos 135° = 4 • ^- - ) = — 2 j/2, 

y = 4 • son 1.35° 4 • = 2 V2. 


De esta forma, M (—2 1^5; 2 1/2). a 


§15. Longitud del vector 

Del curso do geometría para la secundaria básica se sube 
que la distancia entre los.puntos A y-i?. situados.cn una recta '> 
(éjo) de coordenada^ se calcula según la fórmula 

¿ (A,p)- D — x A \, 

donde x A y x D son Las coordenadas de los puntos A y B. 
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Sup.ongamqsf_q.ucf .üos. Jlunt'os._>á (x ¡y B.(x 3 ; y a ) > 
(fig- 45) so . clan én un plano,"fen el cual se elige un sistema 


y 


8,-4*- — 
■ 



1 

—¡c, 


¡ 1 

/“ ! 

1 

" °p**, 

a, x 


Fig. 45 


rectangular de coordenadas O, i, j. Se requiero hallar la 
longitud del segmento \AB\. 

Según el tooroina do Pitágoras del triángulo ABC l 
hallamos | AH | 3 = | AC, |* + | CJi J 3 , pero puesto que 

MC, | — I /lifí, | = | x, — x, | 

y |C.» | = | AJJ t I = |p a -tf x |, 

entonces | A tí |* = | x, — x¡ |* + | y t — y¡ | a , 
y, por consiguiente, 

L4ÁI. - V (a* -x t )* i (y*.- y,)*. (1) 

Si el sogmonto /lfl es paralelo al eje do las abscisas, 
entonces y¡ = y 3 (fig. 46) y la longitud del segmento AB 
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Fig. 46 


es igual a la longitud del sogmeuto A^B^. 

\AB \= \A i B ¡ | = | x 3 — x, |. 
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Si el segmento AÚ os paralelo al ojo de ordenadas Oy 
(íig. 'ti), (¡Monees 

\AB |=| y.. - y, \. 

Las últimas dos fórmulas son casos particulares do la fór¬ 
mula (1). 

Así pues, la longitud del segmento en el plano es igual a la 
raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de Ijis diferencias de 
las coordenadas homónimas de sus extremos. 


y\ 


a,(o; y,) 


a(*,;y<) 

8.(0,-y,> 


B(s 2 :y z ) 

/ 



o 

/ * 
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Fig. 48 


Si' ti'rfñ dé los puntos, por ejemplo--/?,-coincide con-’ol 
origen de coordonndns'(fig. 48), la fórmula (1) so simplifica 
y toma la forma 

• T AÓ | 

Sea que los puntos A y B se oncuentran en ol espacio: 

A (a:,; y, ■, z,) y B (x*; y¿ z t ). 

Construyamos un paralelepípedo rectangular ACB, 
DAjCi BD¡. en ol cual los puntos A y B servirán de 
oxtremos de su diagonal (fig. 49). Entonces, según el teoromn 
de Pitágorasde a ADB, y A AB,B se desprende, quo \AB\ = 
= v | AD I 2 + I DB, I 2 + I B t B | a . Expresando | AD |, 
| Dfíi | y | B¡B | en coordenadas, obtendremos 

I AB I = V (x 2 - *,)* 4- - </,)* + (**- Z ,) a . (2) 

Está claro, que si z, = z a = 0 la fórmula (2) se reduce 
a la fórmula (1); en este caso el segmento AB pertenece al 
plano xüy. 

Recordemos que la longitud del vectora — AB es igual 
a la longitud del segmento AB. 
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Por lo tanto, utilizando las fórmulas (1) y (2), se puede 
expresar la longitud del vector a — AB en el plano y en el 
espacio por medio de las coordenadas de los extremos de la 
manera siguiente: 

\ÁH\ = \AB\ -K(*,-*>+ (¿-»,)*, (3) 

I ÁB | = | AB I = Vfo — *,)* -V. (y, - y.)» + (*, - *,)■• (4) 

Sea que el vectora = {a;; y: z) está definido en un siste¬ 
ma cartesiano rectangular de coordenadas. 12ntonc.es, las 



coordenadas del vectora — AB ¡so expresan por medio de las 
coordenadas de los puntos A (a-,; y,: z,) y B (x 2 ; y s ; z 2 ) 
de la manera siguiente (§ 12): 

x = x,?> y?m"yr~ .V?- z = z 5 — z¿) 

De la fórmula (4) obtendremos la expresión de la longitud 
del vector a — (x; y; z) por medio do sus coordenadas: 

I « I — y x* -i- y a + z a . (5) 

4 tí 


Es ovidente, que para el plano la fórmula (5) tomará la 
forma 

| a | =Vx* 

Problema í. Hállese la longitud del vector AB si A (4; 1), 
B (7; 5). 

A Según la fórmula (3) hallamos 

| AB | = | AB | = Y (7 — 4) 3 — (5 — l) s = 5. A 

Problema 2. Hállese la longitud del vector AB si 
A (3; 5; 1), B (5; 6; 3). 

A Utilizando la fórmula (4) hallamos 

\ÁB | - \AB | = ]/(5-3)» + (6 -5)* + (3- !)•= 3. a 

Problema 3. Hállese la longitud del vectora = (2; 3; —6). 

A Sogún la fórmula (5) obtenemos 

| a | .= l/2» + 3»-(--tj)*.= 7. A 
«í<,w •+■ (-6 )*” 

§ 16. Proyección del vector sobre el eje. 

Propiedades del vector 

Sea que en el plano o en el espacio se don el eje l con el 
vector unitario c y el vector arbitrario a. 

Se denomina proyección ortogonal (o simplemente proyec¬ 
ción) del vectora sobre el ejo l, el número igual al producto 
de la longitud del vector a por el coseno dol ángulo entre 
los vectores e y a. 

La proyección del vector a sobro el eje l se designa con 
el símbolo pr* a o pr e a. 

Así pues, según la definición 

s\ 

pr ( a = | a | eos ( e ; a). 

Tracemos el vector a desde el punto O dol eje l. 

Si el ángulo entre los vectores e y a es agudo (fig. 50, a), 
la proyección del vectora sobre el eje l es igual a la longitud 
del segmento OA¡, donde A, es la proyección del punto A 
sobre la recta l. 

Efectivamente, 

/v x'"'' 

pr, a = | a j eos (e; a) = | O A j eos AOA , = \OA,\. 
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Si el áugalo entre los vectores e y a es obtuso (fig. 50, fe), 
la proyección riel vectora sobre el eje l es igual a la longitud 
del segmento OA¡ tomada con signo menos. 

En efecto, 


pr, a = | a | eos (e; a) = | O A \ eos BOA = 
/V 

= — | O A | eos A,O A = — | OA t |. 


Si el vector a es perpendicular al ojo l, (e; a) = 90° 
y pr, a — \ a | eos 90° = 0. 




2 Fig. 5U 1 


Examinemos dos propiedades importantes de la proyec¬ 
ción del voctor sobro ol eje. 

Propiedad 1. Para cualesquiera vectores a y fe es válida 
la igualdad 

pr, (a + 6) = pr,« + pr, fe, 

donde l es un eje arbitrario. 

Esta propiedad permite sustituir la proyección de la 
suma do los vectores por la suma de sus proyecciones y vice¬ 
versa. 

Propiedad 2. Para cualquier vector a y cualquier nú- 
moro le es válida la igualdad 

pr, lea = k pr, a. 

donde l es un eje arbitrario. 

Esta propiedad permite sacar e. introducir el factor 
numérico del signo de proyección. 
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Estas propiedades son válidas debido a las reglas de 
operaciones con los vectores expresados por sus coordenadas. 

□ En efecto, sea que l es un eje arbitrario que tiene un 
punto do referencia O y un vector unitario e. Introduzcamos 
un sistema rectangular de coordenadas do la manera siguiente 
(fig. 51). Admitamos como origen de coordenadas el pun¬ 



to O, y el vector e, como el primer vector básico (i = e). 
En calidad de otros vectores básicos j y k, tomemos cuales¬ 
quiera dos vectores unitarios perpendiculares entre sí, 
situados en un plano perpendicular al eje l. 

Sea que el vector a = OA tiene las coordenadas x, y , z. 
Entonces, sogún la definición de proyección 

A 

pr ( a = | a | eos (i; a). 


Pero | a | eos (i; a) = x, es decir, la proyección de cual¬ 
quier vector sobre el eje l os igual a la abscisa do este vector 
en una base elegida por nosotros. 

Puesto que la abscisa de la suma de vectores es igual a la 
suma de las abscisas do los vectores sumandos (§ 11), la 
proyección de la suma de los vectores sobre el eje l es igual 
a la suma de las proyecciones de estos vectores sobre el eje l. 


i—1330 


49 




Exactamente así, la proyección ilel producto del vectof 
por un número os igual al producto do este número por la 
proyección del vector, ya que al multiplicar el vector por 
un número su abscisa se multiplica por este número. ■ 


§ 17. Producto escalar do dos vectores 

En física, cuando hay un movimiento rectilíneo de un 
punto material de la posición B a la posición C (fig. 52), 
el trabajo A de la fuerza constante F se calcula según la 
fórmula 

A*=\F\\BC\cos(F-, BC). 

Esta fórmula asigna al vector de fuerza F y al vector de 

desplazamiento BC una variable escalar, el trabajo. La 
magnitud A se denomina producto 

escalar de los vectores F y BC. El 
producto escalar puede ser definido 
para dos vectores cualesquiera. So 
utiliza ampliamente en física y 
matemática. 

Fig. 52 Se denomina producto encalar de 

dos vectores no nulos un número 
igual al producto de las longitudes do estos vectores 
por el coseno del ángulo entre ellos. Si por lo menos de dos 
vectores uno es nulo, el producto escalar de estos vectores 
se toma igual a cero. 

El producto escalar de los vectores a y b se designa 
a-b. Así pues, según la definición 

a-b = | o | • 1 b 1 eos (a; 6). (1) 

Si a — b. entonces el producto escalar toma la forma 
aa y se denomina cuadrado escalar del voctor a\ so designa 
con el símbolo « 2 . Es evidente quo a- — a a — \ a | a . 

Como se sabe (ver § 16), la proyección del vector b sobre 
un eje, cuya dirección coincide con la dirección del voctor a 
se expresa por la fórmula 

/\ 

pr„ b = | b | eos (a; 6). 
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B ^ Q 

A-\FI \b6í eos [F;b6) 


( 2 ) 



Utilizando las fórmulas (1) y (2) se puede oscribir 

a b — ¡ a 1 pr„ b. (2) 

De este modo, el producto escalar de dos vectores es igual 
al producto de la longitud de uno de ellos y de la proyocción 
dol segundo por la dirección del primero. 

Análogamente se obtiene la fórmula a b = J | pr ,, a. 

Problema 1. So sabe que | a | = 2, | 6 | = -i-, (a; ó) = 
= 150°. Hallar a b. 

A Según la fórmula (1) hallamos 

a-b = | a |.| b | eos (ai'b) =2~-cos 150°= — 2 ^ . ▲ 

Problema 2. Hallar todos los productos escalares posibles 
de los vectores básicos i y / de un sistema cartesiano de coor¬ 
denadas en el plano. 

A Sogún la definición del producto escalar 
i j = I i 1-1/ | eos 90° = 1-1-0 = 0, 
i* = i.i =» | i |.| i j eos 0 o = 1 -l-l = 1. 

Análogamente j-i = 0, j* =» 1. a 

Problema 3. ¿Qué signo tiene el producto escalar de los 

vectores a y ó, si 90° < (aPó) 180 o ? 

A Puosto que en la fórmula a-b = | a |.| b | eos (afP) 
los números |a | y | b | son no negativos, el signo de a-b 
dependo del signo del coseno. En ol intervalo [90°; 180°l X 

X eos (a; 6) < 0, por lo tanto, a b < 0. a 

Problema 4. ¿En qué intervalo se oncuentra la magnitud 
del ángulo entre los vectores a y 6, si a-6>0? 

A Puesto que a-b >0, |a | =/: 0, | b \ 0 y eos (aT&) > 

> 0. De aquí que (a; b) g 10°; 90°[. A 

§ 18. Propiedades del producto escalar 
de los vectores 

1. La multiplicación escalar do los vectores posee pro¬ 
piedad conmutativa: 

a-b = b-a. ( 1 ) 


** 
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□ Puesto que (a; b) = (b; a) y 


■I* I = \ b |-| a 


entonces a-b => | a |-| b | eos (a; é) = | 6 |-| a | eos (b;a) = 
= ii -a. 

Si a = 0 o b = 0, entonces según la definición del pro¬ 
ducto escalar a-b = 0 y b-a = Ü, es decir, a-b = b-a.M 
2. La multiplicación escalar de los vectores posee pro¬ 
piedad asociativa respecto a la multiplicación del vector 
por un número: 


( ká)-b — k (a-b). 


( 2 ) 


□ Designemos (a; b) = <p y (lea; b) = qq. 

Si k > 0, (a; b) = (ka; ó), es decir, q> = <p,, y ontonces 
(ká) -b => | ka | • | b | eos <p, = k \ a \ • | b j eos <p = k (a-b). 

Si k < 0, ka a y <p x = 180° — q> y entonces, (lea) -b = 
= | fra | • | b | eos <p, = | A: | • | a \ • \ b \ eos (180° — (p) = 

= —k • | a 1 • | b | (—eos <p) = k 1 a | • | 6 | eos <p = k (a-b). 

Si/c = 0 oa = 0oó'=0, entonces (ka)-b = 0 y 
k (a-b) = 0 , y por lo tanto, (ka) b — k (a-b).U 

3. La multiplicación escalar de vectores posee propiedad 
distributiva respecto a la adición de vectores 

a-(b -¡- c) = a-b -f a-c. (3) 

□ Si a = 0, 1a propiedad (3) es evidonte. 

Sea que a = 5 ^ 0, entonces, a ■ (b -f- c) ■= | a | • pr„ (b + c) = 
■= ) a | (pr„ 6 + pr„ c)= |a |-pr„ b+ |a |-pr„ c=a-b + a-c. 

En el curso de la demostración fueron utilizadas las co¬ 
nocidas propiedades de la proyección del vector sobre el 
eje (§16). ■ 

Observomos que de (1) y (3) so deduce la fórmula 

(a + b)-c = a-c + b-c. (4) 

La semejanza do las propiedades del producto escalar de 
los vectores con las propiedades del producto de los números 
reales permite realizar fácilmente los cálculos y transforma¬ 
ciones con los productos escalares. 

Problema. Demostrar la identidad 

(a + b) 2 = a 2 + 2 a -6 + b 2 . 

A Utilizando las propiedades (1)—(4) del producto esca¬ 
lar obtenemos 
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(a + b) 1 = (a + b) ■ (a + b) — (a + b) -a + (a -i- b) ■ b = 
= a-a + b-a 4- a-b + b-b = a*-{-a-b+a-b + 6 S = a 2 + 
4- 2a i» + ó 3 . A 

Teorema. Pare que dos vectores no nulos sean perpendicu¬ 
lares es necesario y suficiente que su producto escalar sea igual 
a cero: 

(s^O, 6 ■=£ 0. a-b =0) <=> a _L ¿». (5) 

□ Necesidad. Sea que al 6. Entonces, 

q> = (Cfc) = 90° y ab = | a | •] b |-cos 90° = 0. 

Suficiencia Sea que a-b = 0, a ^ O, b ^ 0. Puesto que 
a =/¡= 0, 6^0, entonces | a \ =j¿ 0, | b \ =¡t= 0, y ya que 
| a |-1 6|- eos <p = 0, eos tp = 0 y, por consiguionto, q> = 
= 90°, es decir, sl6.| 

§ 19. Producto escalar de vectores dados 
por sus coordenadas 

Soa que en el plano se tiene cierto sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas y se dan los vectores a = (x,; y,) 
y b = (x a ; y¡). Puesto que 

a = x,i 4- y,j, b = x 2 ¡ 4- ¡fj, 

entonces, utilizando las rospectivas propiedades de la mul¬ 
tiplicación escalar do vectores obtenemos 

a-b = (x,i + </,/)• (x s i + yj) = 

= (x,x 3 ) i* 4- (x¡y¡) i-j -4- (yjX,) ji 4- (y r y t ) j 1 - 
Es evidente que i a = ;' a = 1 y i j = j i = 0, por lo tanto, 
ab = x,Xj +'y,t/a. (1) 

Sea quo ahora en el espacio se tiene cierto sistema carte¬ 
siano rectangular de coordenadas y so dan los vectores 

« = (*,; í/r, «i), b = (x,; y s ; z.). 

Análogamente a lo expuesto obtenemos 

a-b = x,x 2 + y t y t + z,z 2 . (2) 

Así pues, el producto escalar de dos vectores es igual a la 
suma de los productos de las coordenadas homónimas de estos 
vectores. 
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Problema 1. Cal cálese a b, sin = 2£ + 3/, b = —5i -f í 
a-b — (2i + 3/)• (—5* +/) = 2 -(—5) + 3-1 = 

Problema 2. Calcúlese ab, si a = (2; —3¡ 4), ¿» = 
(5; 7; —1). 

¿ a b = 2-5 + (—3)-7 + 4-( —1) = —15. a 

Problema 3. Hállese la longitud del vector a = (i; y\ z). 
A Utilizando la fórmula (2) obtendremos 

a a = xx + yy + zz = x* -f '/ ■+■ z*. 

Por consiguiente, 

l« 1 =Ka:*-f «/* + «*. A 


§ 20 . Cálculo del ángulo entre dos vectores 

Según la definición del producto escalar tonemos que 

a-b — | a | • | b | eos (a; b). 

Por lo tanto, si a=£ 0 y 6 =?& 0 

eos (a; b) = , , (1) 

os docir, el coseno del ángulo entre los vectores tío nulos a y b 
es igual al producto escalar de estos vectores, dividido por el 
producto de sus longitudes, 

Supongamos que on el espacio hay un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas y se dan los vectores a — 
= teii Vú zj y b = (x 2 ', y.; z_). Entonces, como es sabido 
(ver §19) 

a-b = x ¡ x 2 +y l y 2 -\-z t z l< 

l« l=K¿f+íff+zí, \b\=Vx\ + yl + z\, 

y, por lo tanto, utilizando la igualdad (1) obtendremos la 
fórmula 


eos (o; h) = — - ¿ 

V *?+»?+*?• V^T+¿I+*Í • 


( 2 ) 


Esta fórmula permite calcular el coseno del ángulo entro los 
vectores a y b, según las coordenadas de estos vectores. 
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Si los vectores a = (*,; {/,) y fe = ( 2 .; ¡/s) se dan en un 
sistema cartesiano rectangular de coordenadas en el plano, 
entonces el coseno del ángulo entre ellos so calcula según 
la fórmula 


/\ 

eos («; fe) = 




(3) 
(4; 3). 


V*i + 9l Y*Z+«l' 

Problema 1. Se dan dos vectores: a = (3; 4) y b 
Hallar el ángulo entre ellos. 

A Sustituyendo las coordenadas de los vectores 011 la 
fórmula (3), obtenemos 


eos (a; b) 


y¿*+4 i V4»+3 i 


3-4+4 3 _ 24 

“ — 25 


de donde (según la tabla) (a; fe) « 16°. ▲ 

Problema 2. Hállese el coseno del ángulo entre los vec- 
loros 

a _ 2i + 2/ - k, b •=* i — 2/ + 2 k. 

A Utilizando la fórmula (2) obtendremos 


/N 

eos (a; fe) = 


2 - 1 + 2 (- 2 )+(- 1)-2 _ 

v / 2» + 2« + <-l)'*- V !* + (—2)*+ 2* 


± 

!l 


§ 21. Producto vectorial de dos vectores 
y sus propiedades 

En física el momento de fuerza F respecto al punto O 
se representa por el vector OM, perpendicular al plano en 



Fig- 53 

el cual está situado el punto O y el voctor F (fig. 53). La 
longitud del vector OM se define como el producto de la 
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longitud del vector F por el brazo h (h es la distancia del 
punto O a la recta en la cual está representado el vector de 

fuorza F), es decir, | OM | = | F \.k o 

| OM | = | F | - | r |. sen (F;'r), 

dondo r = O A es el radio vector del punto de aplicación de 
la fuerza F. 

El vector OM se denomina producto vectorial del vector 
r P° r vector F. Antes do dar lo definición del producto 



vectorial do dos voclores arbitrarios a y b , introduzcamos el 
concepto de ternas de vectores derecha o izquierda. 

Tres vectores no coplanares a, b y c tomados on el orden 
indicado, forman la torna derecha, si después de ser reduci¬ 
dos al origen común el vector c está situado por el otro lado 
del plano, que contiene los vectores a y ó, de donde el giro 
más brove de a a 6 parece ser realizado en sentido antihora- 
rio. En caso contrario, la terna de vectores se denomina 
izquierda. Los vectores a, b, c, representados on la figura 54, 
forman la torna derecha, mientras que los vectores d, e, /, 
la izquierda. 

Los vectores r, F, OM on la figura 53 forman la lerna 
derecha. 

Producto vectorial dol vector a por el vector b no colineal 
a él so denomina tal tercero vector c que satisface las tres 
condiciones siguientes: 

1) la longitud dol vector ¡ c \ = | a |-| b |-sen (afój; 
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2) el vector c es perpendicular a los vectores factores 
nyi;eloycli; 

3) los tres vectores a, fe, c forman en el orden indicado 
una terna derocha. 

El producto vectorial de los vectores colineales se con¬ 
sidera igual al vector nulo. 

El producto vectorial del vector a por el vector b se 
designa con ol símbolo la; fel. Las condicionos 1) y 2) defi¬ 
nen el vector c = la; fel con pre¬ 
cisión do hasta dos direcciones 
reciprocamente opuestas. La con¬ 
dición 3) determina una de estas 
dos direcciones. La condición 1) pue- | c = la,fcl 

de ser onunciada puramente en 
forma geométrica: la longitud del 
vector c contiene tantas unidades 
do longitud, cuantas unidades cua¬ 
dradas homónimas compronde ol 
área do un paralologramo construi¬ 
do sobro los vectores factores 
(fig. 55). 

De la condición 1) se desprende 
que la; b\ 0, si a y b son no 

colineales. Por otro lado, el pro- // 7 

ducto vectorial de los vectores 
colineales según la definición es 
igual al vector nulo. Así pues, la 
igualdad 

[a; 6] = 0 

es la condición necesaria y suficiente de colinealidad de los 
vectores a y b. Examinemos algunas propiedades dol pro¬ 
ducto vectorial. 

1. Al cambiar el orden do los factores el producto vec¬ 
torial conserva su longitud, pero cambia su dirección por la 
opuesta: 

la; fel = —16; al. 

□ En efecto, de acuerdo con la definición del producto 
vectorial se tiene 

| [a; ó) | = | a | -1 ó | -sen (a; fe), 

| [fe; «1 | = | fe H a I-sen (fe; a). 


c - iBl -lbl sen ( £b) 

Fig. 55 


7 
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puesto que (a; fe) = (fe; a), entonces | (a; fe] | = ¡ (6; a] \. 

Los vectores |a; fe] y Ife; a] son perpendiculares al plano 
definido por los vectores factores a y 6. Pero, como los vec¬ 
tores a, b y la; 6] (lo mismo 
que los vectores 6, a y 16; «]) 
forman ternas derechas, los 
vectores la; fe] y [6; a]'debe¬ 
rán sor contrariamente diri¬ 
gidos (fig. 56). ■ 

2. Propiedad de asociati- 
vidad del producto voctorial 
respecto al factor escalar: 

\ma; fe] = la; mbl = m ]«; 6], 

3. La propiedad de distri- 
bulividad del producto vecto¬ 
rial se expresa por medio do 
la igualdad 

(a 4- fe; c] = la; c| -+• 16; el. 

Acoplemos las propiedades 2 y 3 del producto vectorial sin 
recurrir a la demostración. 

Problema 1. Hállese la longitud del vector 13a — 6; 
a — 26], si a _[_ 6, ] a j = 3, | fe | = 2. 

A Dobido a las propiedades 2 y 3 dol producto voctorial 
tenemos 

13a — 6; a — 26] = 3 la; a] — [fe; a] — 6 [a; 6] + 

+ 2 |6; fe], 

Pero |a; a] = ü y [fe; fe] = 0, ya que cualquier vector es 
colinoal a sí mismo, y el producto vectorial do los vectores 
colineales os igual al vector nulo. En adelante, de acuerdo 
con la propiedad 1 tenemos 

|fe; a] = — la; 61, 

y, por lo tanto, 

[3a — 6; a — 26] = —5 la; fe]. 

Por consiguiente, 

| 13a — 6; a - 26] | = | —5 [a; fe| | = 

= 5 ] a 1.1 fe I-sen 90’ = 5-3-2 = 30. A 
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Problema 2. Hállense y represéntense los vectores [a; 61 
y (6; aí, si a = 3i, 6 = 2i 4 2A (i, y\ k son vectores uni¬ 
tarios perpendiculares entre sí que forman la terna derecha). 



A Puesto que |i; il = 0 e li; /el = —y, entonces 
la; 61 = 13¿; 2£ 4 2A1 = 6 li; il 4 6 (i; k) = -6y. 

El vector la; 6] = —6y so representa en la figura 57 
por el segmento dirigido OL, el vector 16; al = —6y, por el 
segmonto dirigido OP. A 

§ 22. Producto vectorial de dos vectores 
definidos por sus coordenadas 

Hallemos la expresión para el producto vectorial de dos 
voetoros por medio de las coordenadas cartesianas rectangu¬ 
lares de estos vectores. 

Sea que los vectores a = (x,; p,; z¡) y 6 = (a:*; p 2 ; z 2 ) 
están dados por sus coordenadas en un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas O, i, y, k y la terna do los vec¬ 
tores i, y, k es derecha (esto se supondrá siempre en adelanto 
para mayor precisión). 

Desarrollemos a y 6 según los vectores básicos; 
a = x¡i + yj + Z\k, 6 = x 2 i 4 yj + z 2 fc. 

Utilizando las propiedades del producto vectorial, obte¬ 
nemos 

la; 6) = (x,i 4 yj 4 z,fc; x 2 i 4 yj 4 z 2 A) = 

= x,x 2 [i; il + «íPí [i; y'l 4 x,z t li; Al 4 yi* 2 ly; ü + 

+ í/iUi Iy; y'l + í/.z 2 ly; fcl 4 *,** I*; il + «ii/a Ifc; il + 

4 ZjZj IA; Al. (1) 
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Según la definición del producto vectorial hallamos 


It; i] = 0 , 

U; /I = k, 

[f; *] = _ 

I/; il = — k, [/; y 1 = 0, 

[y; *] = i, 

(*: *'] = y, 

1*: /) = —i. 

lA; k] = 0 . 


Teniendo en cuenta estas igualdades se puede escribir la 
fórmula (1) así: 

(«; ó] = x¡y t k — x t zj — yjX,*: + y¡z t i + 

+ z,xj — z t y t i 
o 


la; ó] = (j^z, — z,t/,) i + (z.x., — z,x t ) y + 

+ («iVs — 1/1*2) *. ( 2 ) 


Ln fórmula (2) da la oxpresión para el producto vectorial 
do dos vectoros representados por sus coordenadas. 

La fórmula obtenida es voluminosa y se recuerda con di¬ 
ficultad. Utilizando las designaciones de los determinantes 
(Algebra y principios de análisis, parte I. § 10), puode ser 
escrita en otra forma más cómoda para retenerla: 


(a-, b | 


y . 2 i 

i — 

x, z, 

/+ X ‘ * 



*2 ~2 

*2 tf 2 


k. 


(3) 


Habitualmente la fórmula (3) se escribe aún más brovo- 
mente: 


[a; 6) 


1 J 

*1 y 1 

*8 Vi 


u 

2 ! » 
*2 


(4) 


considerando que el segundo miembro de la fórmula (3) está 
obtenido formalmente del segundo miembro de la fórmula 
(4), según la regla de desarrollo del determinante por la pri¬ 
mera fila. 

Señalemos también, quo en el caso particular, cuando 
los vectores a y b están situados on el plano de los voctores 
i y y la fórmula (4) se simplifica: 



i y fc. 


[«; b] = 

*1 .'/, 0 

= [*i yt 


x 2 , Jz 0 

1*2 lh 


00 



Problema 1. Hállese el producto vectorial lo; fe) do los 
vectores a — (2; 3; —4) y fe = (5; 1; 2). 

£ Sustituyendo directamente las coordenadas de los 
vectores a y fe en la fórmula (4) obtenemos 


[o; 61. 


» i 

fe 

13 — 4 

.12 —4 

-tk 

2 3 

— 4 

- l |l 2 

1 |s 2 

5 1 

2 





2 3 

5 1 


Por consiguiente, lo; fel = lOi — 24/ — 13fe. A 

Problema 2. Hálloso la longitud dol voctor (o; 6], si 
o = (2, 3) y fe = (-1; 7). 

A Utilicemos la fórmula (5): 

[o; &1 =|_^ ^ | 17fc. 

Por consiguiente, 1 lo; fel | = | 17/c | = 17. A 


§ 23 *. Producto mixto de tres vectores 
y sus propiedades 

So denomina producto mixto de tres vectores a, fe, c ol 
númoro igual al producto escalar del vector [o; 61 por ol 
vector c. 

El producto mixto de los vectores a, b y c se designa 
(o; fe; c). Por consiguiente, 

(a; 6 ; c) = | (o; 61 |-| c |-co 3 \j 5 , ( 1 ) 

dondo i|> os el ángulo entre los vectores lo; 6 ] y c. 

Teorema 1. El módulo del producto mixto de tres vectores 
no coplanares a, fe y c es igual al volumen del paralelepípedo 
construido sobre los vectores factores. 

□ Como es sabido (21), ol área S del paralelogramo cons¬ 
truido sobre los vectores o y 6 os igual a | [o; fel |. Por lo 
tanto do la fórmula ( 1 ) se deduce que 

(o; 6 ; c) = S • | c | -eos ip. 

Por otro lado, el volumen V del paralelepípedo construi¬ 
do sobre los vectores o, fe, c (fig. 58), es igual al producto 
del área de su baso S por la altura fe, además, h — \ AA S [, 
donde A* es la proyección del vórtice A¡ sobre el e)e defi- 
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nieto por el vector [«; fe). Puesto que | AA 2 ) = Je | X 
X i eosiJ> |, 

V = S‘h = S-\e |.| cosi|> | = | («; 6;V) | H 

De la fórmula (1) se desprende que si ol producto mixto 
de tres vectores no es igual a cero, su signo coincide con el 

signo cos^J). Por lo tanto, 
el producto mixto es posi¬ 
tivo, si el vector c está 
orientado en el mismo son- 
tido del plano de los vec¬ 
tores a y 6, que el vector 
[a; 61, es decir, si la terna 
de los vectores a, 6, c es 
derecha. El producto mix¬ 
to es negativo cuando el 
vector c y el vector la; 6) 
están orientados en sontido 
opuesto del plano de los 
voctores ay 6, es decir, 
cuando la terna de los voc¬ 
tores a, b, c es izquierda. 
Así pues, siglos vectores a, 6, c forman una terna derecha, 
entonces (a; 6; c) > 0, si forman una torna izquierda, 
(a; 6; c) < 0. 

Teorema 2. El producto mixto de tres vectores es igual 
a cero, cuando y sólo cuando los vectores son coplanares. 

□ Necesidad. Soa que (a; 6; c) = 0. Supongamos que los 
vectores a, b y c son no coplanares. Construyamos sobre 
estos voctores un paralelepípedo. Su volumen V > 0, pero 
según el teorema 1 | (a; 6; c) \ = V, lo que contradice o la 
suposición. 

Suficiencia. Sea que los vectores a, b y c son coplanares. 
Entonces, el vector [a; 6] es perpendicular al vector c, 
poro el producto escalar de los vectores perpendiculares es 
igual a cero, es decir, la; 6] •c = (a; b; c) = 0. ■ 

Examinemos algunas propiedades del producto mixto. 

1. Cualesquiera quo sean los vectoros a, b y c son válidas 
las igualdades 

(a; 6; c) — (6; c; a) = (c; a; b), 

es decir, en caso de la permutación cíclica de los factores el 
producto mixto no varía. 
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□ Es suficiente demostrar la primera igualdad, ya que la 
segunda se deduce de la primera. 

Si los voctores a, b ye son coplanares, la igualdad 
(a; 6; c) = (ó; c ; a) es evidente; ambos miembros de la 
igualdad son iguales a cero. 

Sea quo los vectores a, b y c son no coplanares. Enton¬ 
ces, debido al teorema 1 

| (a; b c) | = V y | (6; c; a) | = V, 

donde V es el volumen del paralolepípodo construido sobro 
los tres vectores dados. Pero las tornas do los vectores a, 
b, c y b, c, a son al mismo tiempo, bien derechas o bien 
izquierdas, por lo tanto los signos de los números (a; 6; c) 
y ( b ; o; a) coinciden. 

2. Cuaíesquiora quo sean los vectores ti, b y c son vá¬ 
lidas las igualdades 

(a; b; c) ■=* — (6; a; c) — — (a; c ; b), 

es decir, en caso de permutación de dos factores adyacentes 
el signo del producto mixto se cambia por el contrario. 

□ La primera de las igualdades so deduce de las propieda¬ 
des del producto vectorial (21): 

(a; b\ c) = la; 6) c = —16; al -c = — (6; a; c). 

La segunda igualdad es evidente dobido a la propiedad 1 
tlol producto mixto. ■ 

Problema 1. Calcúlese (a; 6; c), si los vectores a, 6, c 

forman una terna derecha, «le, 6 _L c, (a; b) = 150°, 
|a 1 = |6 | = 4, c = 3. 

A Según la definición 

(a; 6; c) = [a; 6| -e = | a | -| 6 |-sen 150° • | c |-eos 0 o = 
= 4 -4 -3 • ~ = 24. A 

Problema 2. Calcúlese (i + /; j — 2i; le), donde i, j, le 
son voctores unitarios perpendiculares entro sí que forman 
la terna derecha. 

A (i + /; / — 2i; le) = [i + j- j — 2*1 -le => 

= (lf; /] — 2 [i; i 1 + I/; j\ — 2 1/; *1) k = 3 i¿; j I •k = 
= 3 (i; /; k) = 3. A 
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§ 24 * Producto mixto de tres vectores 
definidos por sus coordenadas 


Sea que los vectores a, b y c están dados por sus coor¬ 
denadas rectangulares cartesianas 

a = (as,; y,; z,), b = (x 3 ; y 2 ; z 2 ), c = (x„; y 3 ; z 3 ). 

Para calcular el producto mixto (a; b\ c) hallamos en 
primor lugar el producto voctorial de los vectores a y b 
(22, fórmula (4)): 


[a; b] 



i 

Vi 

y z 



z * í- ** *• /+ ** 1/1 * 

*2 X Z Z2 X Z y z 


Multipliquemos ahora escal armen te el vector la; 61 por el 
vector c = ar 3 í yj 4- z 3 k. Según la fórmula (2) del 19 
obtendremos 


[«! b]c~x 3 


z i 

I y z -2 


1*1 z ll , 

*i y¡ 


*. y, z i 

- y *\ x 2 rZj 

1 *2 z 2 1 

*2 y 2 


*2 Vz z 2 

*í y 3 z 3 


Por consiguiente. 


(a; 6; c) = 


x, y t s, 
*2 y z *2 
*3 y 3 z j 


(1) 


es decir, el producto mixto de tres vectores es Igual al deter¬ 
minante de tercer grado que contiene en la primera fila las 
coordenadas del primer vector, en la segunda, del segundo 
y en la tercera, las coordenadas del tercer vector. 

Ahora se puede enunciar el teorema 2 del párrafo ante¬ 
rior de la manera siguiente. 

Para que los vectores a = (a:,; y¡\ z,), b = (x 2 ; y 2 ; z¡¡) 
yc = ( x 3 ; y 3 ; z 3 ) sean coplanares, es necesario y suficiente 
que 


*i Vi z i 
x z Uz H 

x z y¡ h 


= 0 . 


( 2 ) 


Problema 1. Determinar si son coplanares los vectores 
a - (4; 2; 1), b = (8; 6; 8) y c = (5; 2; 1). 
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¿y llagamos uso de la condición (2): 
4 2 1 


8 tí 3 
5 2 1 


= 5 


2 1 
tí 3 


— 2 


4 1 
8 3 


+ 


4 2 
8 6 


=5-0—2-4+8=- 0. 


Por consiguiente, los vectores son coplanarcs. 
Problema 2. Hállese el volumen del paralelepípedo 
construido sobre los vectores a = (4; —1; 1), b = (8; 3; 3) 
ye— ( 5 ; 1 ; 1 ). 

A Hallemos el producto mixto de los vectores dados: 


(«í f>\ e) = 


4 

- 1 

1 


4 

-1 

2 

8 

3 

3 

= 

8 

3 

0 

5 

1 

1 


5 

1 

0 


= 2 


8 3 
5 1 


-14. 


Ahora según el tooroma 1 del § 23 obtenemos 
V = | (a; b; c) | = | —14 | = 14 (unidados cúbicas). 


§ 25. Solución de problemas por el método vectorial 

Cuando so resuelven los problemas geométricos por el 
método vectorial es preciso pasar de la formulación geomé¬ 
trica del problema a su descripción por vectores. Luego, 
utilizando las respectivas propiedades do los vectores, 
bailar ciertas relaciones vectoriales, de las cuales so puede 
obtener la solución del problema. Ilustremos con ejemplos, 
cómo se hace esto en la práctica. 

Problema 1. Demuéstrese quo un segmento que uno los 
puntos inodios de las diagonales de un trapecio es paralelo 
a las bases. 

Sea que los puntos M y N son los puntos medios de las 
diagonales del trapecio ABCD (fig. 59). Demostremos que 
\MN] |1 (ADl.'Para esto es suficiente cerciorarse do que ol 

vector MN es colineal al vector AD. 

Puesto que M y N son los puntos medios do los segmen¬ 
tos AC y BD, entonces 

AM = -jXt^^{AB + BC), 

Áfr=±.(AB + Ab). 

A 


5-1330 


65 



Por consiguiente, 

MN = AN-AM=±-(AB+Ab)- 
-±.(AB + BC) = l(ÁD-BC). 

El vector BC es colineal al vector AD , es decir, BC — 
= k x AD. Por lo tanto 

MN = i (AD- kXü) = \ (1 - *.) AD = kÁD, 

es decir, el voctor MN es colinoal al vector AD. Como AD 

os colineal a BC, el segmento MN es paralelo n las bases 
del trapecio. A 




o 

l' ig. CO 

Así pues, para convencerse de que ciertos segmentos AB 

y CD son paralelos, es suficiente mostrar que AB = kCD, 
donde k es cierto número. 

Problema 2. Dividir el segmento dado .AB en la relación 
dada m : n, es decir, bailar tal punto M 6 \AB\ que 
Ü£L = — . Examinar también un caso particular: m — n. 

i\Mn\ n 

¿\,Es evidente que el punto M £ IAB1 divide el segmen¬ 
to AB (fig. 60) en la relación dada m : n cuando y sólo 
cuando 

AM — —MB. (1) 

n 

a) Si los puntos A y B están expresados por sus radios 
vectores OA y OB respecto a cierto punto O, entonces de (1) 


GG 



so deduce la igualdad 0.1/ — OA = (OB — OM ), do la 
cual resulta que 


OM 


m-f-n 


OA -f- 


OB. 


( 2 ) 


La fórmula (2) da la solución del problema, ya que ex¬ 
presa el radio vector del punto buscado M, que divide ol 
segmento AB en la relación m : n poc inodio de los radios 
voctores de los puntos dados A y B. 

En particular, si el punto AI os ol punto medio dol seg¬ 
mento AB, entoncos poniendo on la fórmula (2) m = n, 
obtendremos 


OM = ~(OA+OB). (3) 

b) Si los puntos A y B están expresados por sus coorde¬ 
nadas en un cierto sistema cartesiano de coordenadas 0, e„ 
e a> e 3 , utilizando la fórmula (2), so puede hallar fácilmente 
las coordenadas del punto M on el mismo sistema. La igual¬ 
dad vectorial (2) os equivalente a las tres igualdades numé¬ 
ricas 


x- n x A- 

m 


m n 1 ' 

m-f- n 

*2- 

n 

m 

!/z, 

y m + n í/ ' + 

m + n 

Z- " z -1- 

m 


m-\-n 1 

m -f- n 

z 2- 


donde x„ y„ z, y x t , y 3 , z, son las coordenadas de los 
extremos del segmento dado AB, y x, y, z son las coorde¬ 
nadas del punto buscado M. 

En el caso particular, cuando el punto M es el punto 
medio del segmento AB, las fórmulas (4) se simplifican:* 

p^Jü+üí-, * = A (5) 

Do osle modo, para hallar el punto M que divide el 
segmento AB en la relación de m : n, contando del punto A, 
se debe emplear la fórmula (2), si los extremos del segmento 
están dados por sus radios vectores, o por las fórmulas (4), 
si los extremos del segmento están dados por sus coordc- 


5 * 
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nadas. Pota hallar el pimío medio del segmento se utili¬ 
zan la fórmula (3) o las fórmulas (5) respectivamente. 

Problema 3. Demostrar que las medianas de un triángulo 
arbitrario ABC se intersecan en tal punto M que: 


Kig. 01 Fig. 02 

1) el punto M divide cada mediana eu la relación do 2 : 1, 
contando desde el vértice del triángulo; 

2) para cualquier punto O es válida la relación 

OM = -g- (OA + ÓB + ÓC). 

A Soa que el punto M divide la mediana AD del triángulo 
ABC en la relación 2 : 1 (fig. 61). Entonces, según la fór¬ 
mula (2) obtenemos (ira = 2, n — 1) 

ÓM = ^OA + ^OD, 

dondo O es un punto arbitrario del espacio. El punto D es 
el punto medio del lado BC, por lo tanto, según la fórmu¬ 
la (3), 

ÓD=±(ÓB + OC). 

Por consiguiente, 

OM=^ÓA + ^'±(3íi+ó£) = ±(.dA-\-5 b+óc). 

El mismo resultado so obtendrá para cualquier otra 
mediana del triángulo ABC. Esto quiere decir que M es el 
punto común de todas las tres medianas. De esta forma, 
ambas afirmaciones del problema están demostradas, a. 




De la solución de esto problema se deduce que si M es el 
punto de intersección de las inodianas del triángulo ABC , 
y O es un punto arbitrario del espacio, tieno lugar la fórmula 

ÓM=\(ÓA + OB + ÓC). ( 6 ) 


Problema 4. En oí lado AD y en la diagonal AC del 
paralelogramo ABCD (fig. 62) se toman dos puntos talos 

que | AM l = 3 -l AD | y | AN I =-3 I AC |. Demuéstre* 

so quo los puntos M, N y tí so sitúan en una misma recta. 

APara cerciorarse de que los puntos M, N y D están 
situados en una misma rocta, es suficiente demostrar quo 

los vectores MN y MB son colineales. Introduzcamos el 
sistema cartesiano do coordenadas: tomemos como origen 
de coordenadas ol punto A y como vectores básicos los 


vectores AD y AR. En este sistema de coordenadas los 
puntos M, N y B tienen las coordonadas (y; O), (-3 ; , 

(0; 1). Por consiguiente, 


t)- (— T : 0- 


Los vectores MN y MB son colineales, ya que 

mn^Imb. A 

Así pues, para determinar si los tres puntos dados 
M¡ (xy, y¡), M 2 (x 2 ; y¡), M 3 (x 3 ; y 3 ) ostán situados 011 una 

misma recta es suficiente demostrar que los vectores M t Af t 

y M,M a son colineales. Esribamos la condición de coiinea- 

lidad MyM 3 = kM¡M 3 en coordenadas 

x 3 — x¡=k (z 2 — z,), 

Us — Pi = * (y 2 — ¡/i)- 


Al eliminar k de estas dos ecuaciones obtendremos 


(zj — x¡) (y 3 — y 3 ) — (z 3 — zj) (j/„ — y¡) = 0 . 
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Esta igualdad puede sor escrita en una forma más cómoda: 


*!—*.| =0 

Vi—Vi yVi I 

La igualdad (7) da la condición necesaria y suficiente 
do pertenencia de los tres puntos del plano M¡ (a^; y,); 
M.¡ (ar 2 ; y 2 ), M 3 (a: 3 ; y 3 ) a una recta. 

Por ejemplo, en el problema 4 se trataba de los puntos 
47 (-g-; Oj , A r ; -g- j , D (0; 1). Ellos pertenecen n una 
rocta, yo que 


1 1 1 


1 1 

C 5 5 


30 5 

i 1 


4 < 


Problema 5. En el sistema cartesiano rectangular do 
coordenadas se dan los puntos M, (5; 0; l)y4/ 2 (4; 1; —2). 
¿Para qué valores do * y y el punto M 3 (x\ y; 4) pertoncce 
a la recta M,M 3 ? 

A Los puntos M lt M z , M a pertenecen a una recta cuan¬ 


do y sólo cuando los vectores M,M a y M¡M 3 son colineales. 


En el párrafo 21 fue demostrado que la condición \M X M 3 \ 


M X M 3 J = 0 os la condición necesaria y suficiente do coli- 
nealidad de dos vectores. Hallemos las coordenadas de los 
vectores 



i; —3)> 


47 \M 3 = (x - 5; y; 3) 


y su producto vectorial 



i M t M¿ 


i j k 
-11-3 
x — 5 y 3 


-3 

3 


— 1 
x —5 


-3 

3 


7 + 


-1 
x — 5 



— (3-|- 3y) i-t- (18 — 3z) / + (5 — ar — y) k. 
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El vector obtenido es igual al vector nulo si 

f 3+3p =0, 

i 18- 3x =0, 
l 5 — x — p = 0. 

De aquí so deduco que x — 6, y = —1. a 

Así pues, para cerciorarse que los puntos M lt lí., M a 
pertenecen a una misma recta es suficiente demostrar que 

nTjwj = o. 

Señalemos que si los puntos A/,, M t , M a están situados 
ou el mismo plano xOy, esta condición es equivalente a la 
condición (7). 




Problema 6. So da la pirámide triangular ADCD (íig. 63): 

I Ali | = | AC |, DAD = DAC. Demuéstrese que \AD\ _L 
_L \BC\. 

ALos aristas AD y DC son perpendiculares, si AD ■DC = 
= 0. Hallemos el producto escalar de los vectores AD y DC: 
Tü ■ BC == AD■ (AC—ÁJ3) = AD ■ AC - AD ■ AB = 

= |ií>| • |AC|cos (DAC)— \AD\ ■ \AB\ eos DAD = 0, 

ya que según la condición | AC \ — | AB \ y DAC = 
= DAB. A 
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Así pues, paca cerciorarse de que ciertos segmentos AB 

y CD son perpendiculares es suficiente mostrar que AB •CD = 
= 0. 

Problema 7. Hállense las magnitudes de los ángulos 
entre las diagonales del cubo y las diagonales de sus caras. 

A Es evidente, que es suficiente hallar las magnitudes 
de los ángulos entre la diagonal del cubo DB¡ y las diago¬ 
nales de la base inferior DB y AC (fig. 64). 

Introduzcamos un sistema de coordenadas D, i, j, le de 
manera que 

¡ = Dd, j — DC , k = DD t . 

En el sistema de coordenadas elegido 

/>£?,■=(!; 1; 1), ¿55-0; i;0), ¿C=(-i;t;0). 


Hagamos uso de la fórmula (1) del § 20: 


eos (Aü,; DB); 


pTi^oTí _ 2 


| DD¡ | • | DU | V3- PT 

0 




Ten- 


de dondo 0B X \ DB) « 35°, (DB X -, AC) — 90°. A 

Así pues, la magnitud del ángulo entre los segmentos 
se puede hallar de la manera siguiento: escójase un sistema 
rectangular de coordonadas, hállense las coordonadas de 
los vectores respectivos y, luego, utilícenso las fórmulas (2) 
o (3) del §19. 

Problema 8. En la pirámide ABCD (fig. 65) ADB + 

+ ADC = 180°. Hállese ADF, si \DF\ es la bisectriz del 
ángulo BDC. 

A Examinemos la base e¡, e 2 , e a , donde e,, e 2 , e„ son 
vectores unitarios, cuyas direcciones coinciden con las 

direcciones de los vectores/)/!, DB, DC. Es fácil ver que ol 

vector e t + e a tiene la misma dirección que el vector DF. 
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De acuerdo con la Fórmula (1) del § 20 

eos(.1 OF) = eos ( e 2 e s ) — r r (<: s + , '>? . — 
puesto que 


l«*iI ■ lc 8 + <*,| 


0, 


e t -(e z + e 3 ) = e l -c i +e i c i = |e,| ■ |e 2 | X 
X eos ( ADB)-\- |e,| • 1 <" 3 i - eos (ADC) = 

= eos (ADB) + eos (180° — ADB) =cos (ADB)— eos( ADB) =--0, 

por consiguiente, ADF = 90°. ▲ 

De este modo, para calcular la magnitud del ángulo es 
suficiente elogir tres vectores no coplanarcs (dos no coli- 
neales en el caso del plano), 
cuyas longitudes y magnitu¬ 
des do los ángulos entre ellos 
son”conocidas. Luego, se ha¬ 
llan los vectores que dan el 
ángulo buscado y se calcula 
el eoseno del ángulo buscado, 
según la fórmula 

o b 

eos (o; b) = ^7*í. 

Problema 9. Calculóse el 
ároa del triángulo, cuyos vér¬ 
tices están dados por sus coor¬ 
denadas en ol sistema rectan¬ 
gular de coordenadas: A (1; 2), Fig- 65 

—5), C (5; 3). 

¿ Puesto que el ároa del paralelogramo construido sobro 

los vectores AB y AC es igual a | [AB, AC I |. el área del 
triángulo ABC se calcula según la fórmula 

= Á£]\. 

Ahora de acuerdo con la fórmula (5) del 22 obtenemos 
5 a = 4- 1*1^ = i-| 31 fc| (unidades cuadradas). ▲ 
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Así pues, para calcular el área del triángulo se puede 
hallar el producto vectorial de dos vectores construidos 
sobre cualesquiera de sus dos lados, y, luego, calcular la 
mitad de su longitud. 

Problema 10. Calcúlese el área del paralelogramo, cuyos 
tres vértices sucesivos A (1; 2; 0), B (3; 0; —3), C (5; 2; 6) 
están dados por sus coordenadas en un sistema rectangular. 

¿Como.y^ = | [AB\ BC I |, y de acuerdo con la fór¬ 
mula (4) del §22 


| AB\ BC) 


¿ / 

2 —2 

2 2 



- 12* -1- j -J- 4 le. 


entonces, 


S _ *= 12 2 -| 24* + 8 2 = V"784 = 28 (unidiidescuadradns). A 


De este modo, para calcular el área del paralelogramo so 
puede hallar el producto vectorial de dos voctoros construi¬ 
dos sobro cualesquiera de sus dos lados adyacentes, y, luego, 
calcular su longitud. 

Problema 11. Calcúlese ol trabajo efocluado por la 
fuerzo F — (1; 2; 3) cuando un punto material se desplaza 
rectilíneamente de lo posición B (1; 0: 0) a la posición 
C ( 10 ; 1 ; 2 ). 

A Como se sabe del curso de física, el trabajo de una 
fuerza constanto, cuando un punto material so desplaza 
rectilíneamente de la posición B a la posición C , es igual a 


A = \F\-\BC\cos (F; BC), 
es decir, A = F -BC. 

En nuestro caso F = (1; 2; 3), BC = (9; 1; 2), por lo 
tanto, según la fórmula (2) del § 19 obtenemos A =1*9 + 
+ 2-1 -f- 3 -2 = 17 (unidades de trabajo). A 

Do este modo, para hallar el trabajo do una fuerza cons¬ 
tante F cuando un punto material se desplaza a lo largo 
del seginonto BC, es suficiente calcular el producto veñiyriñl- 

del vector de fuerza F y del vector de desplazamiento BC. 
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Problema 12. La fuerza F — (3; 2; 1) está aplicada al 
punto A (2; 0; 1). Determínese el momento M do osla 
fuerza respocto al punto O (0; 0; 0). 

i j k 

A M=[ÓA\ F\= 2 0 1 = —2 i + j + 4lc. a 
3 2 1 

Así pues, para determinar el momento do la fuerza F 
aplicada al punto A respecto al punto O es suficiente calcu- 

lar el producto vectorial del vector O A por el vector F. 

Problema 13. Demuéstrese que los cuatro puntos 
A/ 0 (1; 2; -1), M, (0; 1; 5), M , (—1; 2; 1), M a (2; 1; 3) 
están situados en un mismo plano. 

¿Cuatro puntos ostán situados en un mismo plano 

cuando y sólo cuando los vectoros M a M l , M„M a , M 0 M 3 
son coplañares. Por lo tanto, su producto mixto deborá ser 
igual a cero. 

Puesto que M 3 M y = (—1; —1; 6), M 0 M a = (—2; 0; 2) 
y M 0 M 3 = (1; —1; 4), entonces 

-1 —16 

-2 0 2 -- 1 - 

1 —14 
_2 21 _2 0 

+ 1- 1 4 |+6- í _ i =-2-10+12=0. 

Por consiguiente, los puntos M„, M lt M a y M a Bstán si¬ 
tuados en un mismo plano. A 

Así pues, para determinar si los cuatro puntos Af 0 ( x„\ 
!/o> z o)> A/j {x¡', ¡/ji Zi), M a (*!Í y 2 < z a)> A/ 3 (a: 3 ; í/ 3 ; z 3 ) per¬ 
tenecen a un mismo plano es suficiente convencerse de que 
el determinante 

x i~ x o yt — yo z i — z o 
*2 —*0 y 2— yo z 2— z 0 
x 3 —z 0 y3 yo z a z o 

es igual a cero. 
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Problema 14. Calcúlese el volumen do la pirámide, 
cuyos vértices se encuentran en los puntos A (1; 2; —1), 
13 (0; 1; 5), C (—1; 2; 1), D (1; 2; 3). 

A El volumen do la pirámide ABCD es seis veces menor 
que el volumen del paralelepípedo con las aristas [AI3 1, 
lAC] y \AD\. Por lo tanto 


V = }\(A13; AC; AD )|. 

Calculemos el producto mixto de los vectores Atí , AC 
y AD según la fórmula (I) del § 24: 


(A13; AC; AD)-= 


-1-16 


4 4 

-2 0 2 

0 0 4 

= 4 

- o 

1 

« (N 

1 1 


- 8 . 


Por consiguiente, y ~T (unidades cúbicas). A 

De este modo, el volumen V do la pirámide con los 
vértices en los puntos 

A (ay, y,; z,), 13 (a:,; y a ; z a ), C (x 3 ; y a ; z 3 ), D (*»; y k ; z t ) 

puede ser calculado por la fórmula 

Uz — Vi —«i 

f/3-Vl |- 

Vk — y i 2l 




X 2 — X, 
* 3 ~ x , 


Problemas para el capítulo I 

t.l. Por los vectores dados a y b construyanse los siguientes 
vectores: 

a) 6— a: b) —6—a; c) 2a — b; d) — a — 2ú; e) — 

Z ü 

t.2. En la figura 66 la circunferencia esta dividida en tres, cua¬ 
tro o seis arcos congruentes. Hállese en cada caso la suma de los vec¬ 
tores representados en las figuras. 

1.3. Hállese la suma a + b + c para los vectores a, b, c repre¬ 
sentados en la figura 67. 

f.4. Dos fuerzas F, y F, actúan sobre un punto material. Hállese 
la magnitud de su resultante, si | F, | = 8//, | F, | = BH y (F,; F,) = 

1.5. Trácese cualquier pentágono ABCDF. y hállese la suma de 
los vectores AB, BC, CD, Oí, EA. 
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1.6. Tres fuerzas dirigidas n Iros vórtices sucesivos están apli¬ 
cadas al centro do un hexágono regular. Hállese la magnitud (le la 
resultante, si la magnitud de cada una de las fuerzas dadas es igual 
a t N. 



Kig. G6 


1.7. Hállese la resultante de tres fuerzas aplicadas al punto M, 
si se sabe que estas fuerzas se representan por los vectores ¡HA, AID. 

AIC, donde los puntos A. B, C son los vértices de un triángulo equi¬ 
látero inscrito en «na circunferencia con el centro O (fig. C>8). 



1.8. Demuéstrese que de las medianas de cualquier triángulo 
se puede construir un triángulo. 

1.9. So da un tetraedro ABCS. Hállese la suma de los vectores: 

a) ÁÍ + BC + CS; b) AC + CS + SA + ÁB. 

1.10. Se da una pirámide cuadrangular regular ABCDS (S es 
el vértice, O es la base de la altura). Demuéstrese que la suma de los 

vectores Ó?. DS, BC. s$ , ÁO es igual a lo suma de los vectores /1S, 
ÁD, AB. DA. 
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1.11. Sea que a — kb (a ^ Ó). ¿Para qué valores tío /c: al I a I =a 
= | 6 t; b) I a | > | b |; c) I « | < I b l? 

1.13. Determínense los valores de k, para los cuales la longitud 
del vector ka (a 0): a) es igual a la longitud del vector a; 1>) es mayor 
do | 3a |, c) es menor de | 5o |. 

1.13. Úotermíncsc el número, por el cual hay que multiplicar 
el vector no nulo o, para obtener tal vector 6. quo: a) | b \ = 5 y o 11 b; 
b) | 6 | = 1 y o )| 1. 



medio del segmento NP. Exprésese el vector A B por medio del vec¬ 
tor PAI. 


1.15. En una recia se toman trc9 puntos A, tí, C de manera, que 
CA — 3CB. Exprésese el vector A B por medio del vector CU. 

1.16. En el rectángulo ABCD están trazados las diagonales: 

DB = a; AC = 6. Preséntense los vectores BC, CB, BD, AD +- CD 
en forma de una combinación lineal de los vectores a y b. 

1.17. En el paralclograrao ABCD: AB = a, AD — b, O os el 
punto de intersección de los diagonales. Desarróllense los vectores 

BD, OB, AC y CO en vectores a y b. 

1.18. En el trapecio isósceles ABCD la magnitud del ángulo BAD 
es igual a 60°. \ AB \ — | BC | = | CD \ — 2. Los puntos M y N 
son los puntos medios de los lados BC y DC. Desarróllense los vectores 

AB, CD, BC, AM, ÁN y AfÜ V, en vectores in = áJJ y n = 

\ÁD\ \&\ 

1.18. En una circunferencia con el centro O se dan los puntos 
A y B. Las tangentes a la circunferencia en estos puntos se intersecan 

en el punto C. Desarróllese el vector OC en vectores OA y OB, si: 

a) AOB. = 60°; b) AOB = 90°. 

1.20 Se da el cubo ABCDA^BjC^,. Hállese el desarrollo en 
vectores a = AB, b = AD, c = AA t , de los vectores: a) AC t ; b) AB¡\ 
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c) D¡C t ; ü) B¡0,; o) BC; í) C,C: g) B,D; 10 B¡O, donde 0 es el centro 
del cubo. 

1.21. Se da el triángulo ABC. Tomando por base los vectores 
e i^— AB, e, = A C, bóllense las coordenadas de los vectores AM, liX. 

CP en esta base. Los puntos M, A', P son los puntos medios do los 
lados BC, AC. AB del triángulo. 

1.22. Se da el hexágono regular ABCDF.F. Tomando por baso 

los vectores e, = AF. r, = AC, hállense las coordenadas de los voc- 



Fig. (W Pig. 711 


lores siguientes: a) AH; b) BC; c) c5, d) DE; v) IÍF; f) A5; gl ÁE; 
h) FC; i) DB; 1) B¡il 

1.23. En el plano se da un hexágono regular. Desarróllense en 
versores i y j todos los vectores representados en la figura CU, si 

| 6% | = 4. 

1.24. En el cubo ABCDA,B,C l D t (fig. 70) los puntos M, N, 
P, Q, B, S. T son los puntos medios de las aristas. Los vectores i = 

= BA, i <= BC, k — Btí¡ se loman por base. Desarróllense en la 
baso i, i, k los vectores siguientes: a) OT; b) AB t ; c) NP; d) PQ; o) 
OS; f) B,D; g) )Taí; h) ítN. 

1.25. En un sistemo cartesiano rectangular de coordenadas se 
dan los puntos A (3; —1; 2) y B (—1; 2; 2). Hállense las coordena¬ 


das de los vectores AB y BA, sus longitudes y coordenadas del vector 
unitario, dirigido como el vector BA. 

1.26. Se da el vector a = 2i — 3/ + 4 k. Hállese el vector b. 
si | a | = | 6 |, la abscisa del vector 6 es igual a la ordenada del vec¬ 
tor a y la ordenada del vector b es igual a coro. 
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1.27. Calcúlense las longitudes de las diagonales de un paralelo- 
gramo construido sobre los vectores a = i + / y b = le — 2 /■ 

1.28. Hállese la proyección del vector a sobre la dirección riel 
vector 6, y la proyección del vector b sobre la dirección del vector a, 

si | a | = 2, I b 1 = 1. (a; 6) = 120°. . . . . 

1.29. Hállese ol producto escalar de los vectores n y t», si I <i I — 

= 4, | b | = 0 y <¿f&) es igual a: al 45°; bl 0’; c) 135°; di 90»; o) 180°. 

1.30. El ángulo entre los vectores o y & es igual a 120 . Sabiendo 
une | a | = 5, 1 6 1 = 4. calcúlense: a) a-6; b) a*; c) (a — 26) -(a + 26); 
.1) (a - 6)»; e) (7a + 6)*. 

1.31. Calcúlense: 

n) i-U + *> + )■ (3i — fe) + fc- (i + 2/); . , , „ 

b) * • (* + /+*) + /• (» + / + *) + *• (* + 7 + *}• 

1.32. Calcúlese a-6 + 6-c + c-a, si o + 6 + c = 0 y I « I — 

' 1.33. Se dan los vectores a = (4; —2; 0) T y 6 ="(1; 2: 3). Cal¬ 

cúlense: a) a-6; b) 6 2 ; c) (a - 6)*; d) <3a - b)-(2a + 36). 

1.34. So da el vector a — (3; —4). Hállense las coordenadas de 
los vectores unitarios perpendiculares al vector a. 

1.35. Se da el vector e = (4; —7). Hállense las coordenadas de 

cualquier vector perpendicular al vector c. ¿Cuántas soluciones tiene 
el problema? , . . , , 

1.36. Se da el vector a = (1; 2; —3). Se sabe que la abscisa del 

vector 6 perpendicular a éste es igual a 3, y la ordenada es igual a f>; 
so requiere hallar la a-coordenada del vector 6. . 

1.37. Se da el vector a = (3; —4). So sabe que la abscisa del 
vector 6 perpendicular a éste es igual a 8; determínese la ordenada 
del vector 6. 

1.38. Se da el vector a = (5; 3). so sal» que la ordenada del 
vector 6 perpendicular a éste es Igual a 10; determínese la abscisa 
del vector 6. 

1.39. Hállese el valor a con el cual los siguientes vectores son 
perpendiculares entro si: 

a) a = ai -j- 3/ + 4fc y 6 = ót + ay — 7fc; 

b) a - (a; —3; 2) y 6 = (1; 2: —ci); 

c) a = (0: -2; 7) y 6 = (a. 14, 4). 

1.40. Hállense los valores de a y P con los cuales los vectores 
a = (3; — 1; a) y 6 = (2; 0; 1) son perpendiculares entre si. si 

1 * I 1.4?. En el plano xOy hállese el vector 6 perpendicular al vector 
a = 3i — 4/ + &*, si | 6 | = 1 a |. 

1.42. Se dan dos vectores: a — (3; —i; 5) y 6 = (1; 2; —3). 

Hállese el vector x que es perpendicular al ejo Oz y satisfaga las condi¬ 
ciones X'a = 9, x-b — —4. .... . t 

1.43. Hállese el vector 6, colmes! al vectora, que satisfaga a la 
condición dada: 

a) a = 2¿ -+• ¡ — le, b a = 3; 

b) a = (—1; 2; 2), 6-a =* —2. 

1.44. Hállese el vector 6, cuya longitud os igual a 50, que es 
colineal al vectora y forma un ángulo agudo con el eje dado: 

a) a = 2i — 3/ — 6 le, eje Oz; 

= (6; -8; -7,’ ' " 


b) a 


,5), eje Oz. 
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1.45. Se dan tres vectores: o = (2; —1: 3), 6 = (1; —3; 2), 
c — (3; 2; —4). Hállese el veclor x que satisfaga las condiciones 

xa— —5, x-b — —11, X'C=20. 

1.4C. Hállese el coseno del ángulo entre el veclor u — (3; —4) 
y el eje Os. 

1.47. Hállense los cosenos de los ángulos entre el veclor a — 
= (3; —4; 12) y los ejes de coordenadas. 

1.48. Hállese el ángulo entre las diagonales de un paralelogramo 
construido sobre los vectores a = 2i+jyl = —/ -+- 2 k. 

1.4!». Determínese el ángulo entre el vector a — AH -|- CD y el 
eje do los abscisas, si .4 (—2; 3), B (0; 8), C (5; 3) y /J (10; f>). 

1.50. Determínese el ángulo entre los vectores: a) ¡y i 1 - k: b) 
/ e í — fc; c) k y 2 / - 3fc. 

1.51. Determínense las magnitudes de los ángulos en el trián¬ 
gulo con los vértices A (5; 0; 0). B (t; 1; 1) y C (3; —1; 2). 

1.52. Se dan tres vértices sucesivos del paralelogramo: A (—3; —2; 
0), B (3; —3; 1) y C (5; 0; 2). Hállense el cuarto vértice O yol ángulo 
entro los vectores AC y BD. 

1.53. Se da el triángulo con los vértices en los punios A (3; —2; 1), 
B (3; 0; 2) y C (1; 2; 5). Calcúlese el ángulo entre la mediana |/f/)| 
y el lado [AC], 

1.54. So da el cuadrángulo con los vértices en los puntos 
A 12: -3; 1). B (1; 4; 0). C (-4; 1; 1) y D (-5; -5; 3). Hállese 
el ángulo cutre las diagonales 1.4C) y | BD\. 

1.55. Se da un triángulo con los vórtices en los puntos A ( —1;4; 1), 
B (3; 4; —2) y C (5; 2; —1). Calcúlese el coseno del ángulo del 
vértice B. 


í8 ! 


P'o (* + c); 


t.56. Se dan los vectores a = (—2; 1; 1), b — 

■= (2; 2; —1). Calcúlense: a) pr„o; b) pr„6; c) pr, -e; 
c) pr„ (26 + c). 

1.57. Determínese, si es derecha o Izquierda la lerna de los vec¬ 
tores a, b, c, si: 

a) a = — i — j, b = /; c = k; 

b) a = < — /, 6 = /, e = i + »'; 

c) a = i — /; 6 «= * + /, e = k 
(i, /, k forman la terna derecha). 

1.58. Hállese el vector |<z; 6| y represéntese, si: 

a) a = 2i, b — 3/; 

b) a — 3« — 2fc, 6 = 4*; 

o) a = i -+• / + k, 6 = 2< — 3/ + 4 k. 

1.59. Hállese el área del paralelogramo construido sobre los 
vectores a — (3; 4) y 6 = (4; —3). 

1.60. Se dan los vectores a = (I; —2; 3), 6= (2; 2; —1), 
e = (0; 1; —2), d = (2; —1; 0). Calcúlense: o) ja; 6]; b) [a; cj; 

c) 16; el; d) lo; di; el [(a + 6); cj; f) l(o — 6); c); g) I(a + 6); (d — c)l; 
b) l(o + 2d); el; i) l(2o - 36); (c + d); J) [(a - 6); (3c + 2dj|. 

1.61. Hállese el área del triángulo con los vértices en los nunlos 
A (0; 2; 6), B (4; 0; 0) y C (8; —2; 0). 

1.62. Se da_n los vértices del paralelogramo: A (1; —2), B(—2; 2), 
C (4; 10) y D (7; 6). Calcúlese su área y altura. 

1.63. La fuerza F — 2i — 3/4- 4k está aplicada al punto 
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M (1; 5; —2). Hállese la magnitud del momento de fuerza F respecto 
al origen de coordenadas. 

1.64. Los vectores r,, r,, r : , que forman lo terna derecha son 
perpendiculares entre sí. Sabiendo que | r, | = 7, | r s | = S, | r 3 | = 
= 6, calcúlese ^r,; r a ; r a ). 

1.65. Demuéstrese que (r, + r,; r¡ + r 3 ; r, + r,) = 2 (r,; r¡¡; r,). 

1.66. Demuéstrese que los vectores r„ rr, que satisfacen lo 
condición |r,; r,] Ir,; /-al -+• |r,; r,] — 0 , son coplanares. 

1.67. Calcúlese el volumen del paralelepípedo construido sobre 
los vectores r, *= o + 6 + c. r, = a — 6-fc y r a = a — b — c 

1.68. Muéstrese que el volumen de un paralelepípedo construido 
sobre las diagonales de las caras del paralelepípedo dado, que tienen 
un vértice común, es igual al volumen duplicado del paralelepípedo 
dado. 

1.69. Determinóse el producto mixto (a; 6; c) de los vectores 
a = (0; 3; —11. b = (5; 0; 0), c = (7; —2; 4). 

1.70. Determínese si son coplanares los vectores a = (8; 5; -13), 
b = (—4; 2; 8). c — (4; 7; —4); si son coplanares. qué terna forma¬ 
rán, derecha o izquierda. 

1.71. Determínese si sou coplanares los vectores u = (—2; —1; — 
-3). b = (-1; 4¡ 6), c = ( 1; 5; 9). 

1.72. Hállese el volumen del paralelepípedo construido sobre 
los vectores a = (1; 2; 3), b — (—1; 3; 4). c — (2; 5; 2). 

1.73. El centro de gravedad de una barra homogénea se encuen¬ 
tra en el punto M (2; —4). uno de sus extremos, en el punto A (—1; 1). 
Determínense las coordenadas del olio extremo de la barra. 

1.74. Se da el triángulo con los vértices en los puntos A (2; —5), 
B (1; —2) y C (4; 7). Hállese el punto de intersección de la bisectriz 
del / B con el lado AC. 

1.75. Demuéstrese, que si en la pirámide triangular regular 
SABC unimos el vértice A con el punto Al de intersección de las me¬ 
dianas de la cara opuesta, entonces (A M) ± ( BC ). 

1.76. En ol triangulo ABC los puntos A,, B t , C\ son los punios 
medios de los lados BC, AC, AB. Demuéstrese que los puntos de 
intersección de las medianas de los triángulos ABC y A,B 1 C¡ coin¬ 
ciden. 

1.77. Demuéstrese que los puntos medios de las bases del trape¬ 
cio y el punto de intersección de los prolongaciones de sus lados late¬ 
rales pertenecen a una misma recta. 

1.78. Los puntos M y N son los puntos medios de los lados AII 
y Cf) del cuadrángulo ADCD. Demuéslresc, que los punios medios de 
las diagonales de los cuadrángulos A A1ND y BA1NC son vértices de 
un paralelogramo o están situados en una misma recta. 

1.79. Calcúlese el trabajo efectuado por la resultante de dos fuer¬ 
zas F , (5; —t; 3) y F¡ (—3; —2; 4), cuando un punto material se 
desplaza rectilíneamente de la posición B (10; 8; —2) a la posición 
C (9; 4; 1). 

1.80. La fuerza F = 3t -f le está aplicada al punto A (2; 1; 4). 
Hállense el momento y la magnitud del momento de esta fuerza respec¬ 
to al punto O (2; —1: 3). 

1.8). Dos tuerzas P¡ y F } están aplicadas a un punto material. 

además. | F , | -+- 1 F t | = 4N y (/■’,; F,) — 120°. Hállese el valor 
i,ánimo de la magnitud de la resultante de estas fuerzas. 


82 



t.82. Determinóse si seencuentran en un mismo plano los cuatro 
punios siguientes: 

n> M, (S; 2; -2). .V, (rt; —3; 1), ,1/, «i; /,; 3), t/ ,2; 0; - , i>. 

5; I), »l t (2; 4; 7), ,W, (I; 5; 3). a/, (4; 5). 

1.83. Los vórtices de una pirámide se encuentran en los iniiitus 
A (2; 1; —1), tí (3; 0; II, C (2; -1; 3j y I) <(.; -7; 0) Hállese 
la al tuja de la pirumide bajada desdo el vértice D. 

1.84. Un el plano se dan el cuadrángulo ABCD y el punto M . 
Demu esliese, que los puntos simétricos al punto M resjiecto a los 
puntos medios de los Indos del cuadrángulo dado, son vértices de un 
pnnilelogramo. 

f.85. Demuéstrese* que lnj> alturas de un triángulo arbitrario se 
intersecan en un solo punto. 

t.8ü. Demuéstrese, que pora que l«s di agón ules de un cuadrángulo 
senu perpendiculares « ñire si. es nec«.-sorio y suficiente que bis sumas 
de loa cuadrados de las lungiludes de sus lados opuestos sean iguales. 

1.87. Un ciclista se mueve con una velocidad de 15 km/h en direc¬ 
ción norte y le parece, que el v iento (que sopla con una velocidad de 
*f-? ,u/ 1 tier J° f¡Do d< I nordeste) está dirigido bajo un ángulo de 
15 respecto o la linea do su movimiento. Hállese* Jn dirección real 
del viento. 

1.88. Un el lado AB del triángulo ABC se da el punto por el 
cual están trazadas las rectas paralelas a sus medianas AM t y BM* 
Usías rectas cortan los lados respectivos del triángulo en lo* punios 
i i y B r Demuéstrese que el punto medio del segmento /1,/i,. el punto 
/ y el punto de intersección de las medianas del triángulo dado están 
situados en una misma recta 



Capítulo II 

RECTAS EN EL PLANO 


§ 26. Ecuaciones con dos variables y su gráfico 

Se denomina solución de la ecuación con dos variables 
cualquier par ordenado de valores do las variables quo 
reduce dicha ecuación a una igualdad oxacta. 

Por ojernplo, el par ordenado de los números (ó; —5) 
(en el cual, en el primor lugar está escrito el valor do la 



variable x, y en el sogundo, el valor de la variable y) es la 
solución de la ecuación 3x + 2 y — 2 = 0, ya que 3-4 + 
4- 2 •(—5) — 2 = 0. El par de números (—5; 4) no os la 
solución de la ecuación dada, ya que 3*(—5) -j- 2 -4 — 2 
¥* 0. , 

Si elegimos arbitrariamente los valores x y hallamos 
de la ecuación los valores y que corresponden a ellos, se 
puede obtener un conjunto de pares de números que serán 
las soluciones de osta ecuación. Tales pares de valores de las 
variables x e y se puede considerar como coordenadas de los 
puntos en el plano. El conjunto de los puntos construidos 
según estas coordenadas se denomina gráfico de la ecuación 
dada. 
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Así pues, el gráfico de las ecuaciones con dos variables 
es el conjunto de todos los puntos, cuyas coordenadas sirven 
de soluciones de osta ecuación. 

Por ejemplo, expresando y por x de ia ecuación x — 2y + 
+ 3 = 0 obtendremos 

»-y(* + 3). 

Se sabe que el gráfico de esta función es una recta. Por 
consiguiente, el gráfico de la ocuación x — 2y + 3 = 0 
es la misma recta (fig. 71). 



Exactamente igual, expresando y mediante x, de la 
ecuación x* — 4y = 0 obtendremos 



Por consiguiente, el gráfico de 1a ecuación x l — 4y = 0 
es la parábola (fig. 72). 

§ 27. Ecuaciones canónicas y paramétricas 
de la recta 

La posición de una recta en el plano puede ser definida 
dol modo siguiente: 

1) la recta l pasa por el punto M 0 paralelamente al 
vector a. El punto M 0 se denomina a veces punto inicial 
(fig. 73. a); 

2) la recta l pasa por los puntos M l y Ai 2 (fig. 73, b)\ 

3) la recta l pasa por el punto M„ perpondicularmente 
al vector n (fig. 73, c); 
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4) la recia l atraviesa el punto ;V/ 0 y forma con ol vec¬ 
tor i (fig. 73, (I) el ángulo <p. 

So denomina vector director do la recta l, cualquier 
vector a 0, . paralelo a esta recta. 



« a¡ 

Fi«. 73 


De esta definición so deduce que cada recta tiene cuan¬ 
tos quiera vectores directores y todos ellos son colinoaies 
entre sí (fig. 74). 



Fig. 74 Fig. 75 

So denomina vector normal de la recta cualquier vector 
«#0 perpendicular a la recta l. 

De esta dofinición se deduce que cada recta lione cuan¬ 
tos quiera vectores normales y todos olios son colineales 
entre sí (fig. 75). 
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Si en l« rocta l tornamos dos puntos fijados cualesquiera 

y M % , el vector ¿W,jtí 2 será ol vector director de la 
recta iV/,Af 2 . Señalemos que por vector director se puede 
lomar también el vector 


M.¿M, , ya q no M ¡ M t = — M.M , 
y, en general, cualquier vec¬ 
tor k -A/jMj, donde k=¿=Q. 

Supongamos que la recta 
l está definido por el punto 
inicial M„ y por el vector 
director a (fig. 76). Sea que 
M es cualquier punto; desig¬ 
nemos su radio vector por 

r. El vector M 0 M = r — r„ 
es paralelo a la recta cuando 
y sólo cuando el punto M está 

este caso, el vector M 0 M e¡ 
consiguiente, M 0 M = ta, o 
r — r 0 



situado en osta recta. En 
colineal al vector a. Por 

-ta. r= r, 


La varialilo t en la fórmula (1) que toma distintos pará¬ 
metros numéricos, se denomina parámetro, y la ecuación (1) 
so denomina ecuación vectorial parámetrlca de la recta i. 

Si designamos las coordenadas de los puntos M y M 0 
con (i; y) y (ay, y»), y las coordenadas del vector a con (o,; 
o 5 ), la ecuación (1) puede escribirse en coordenadas; 


*•> + »•; = (av* + yo-i) + 1 («i** + “»•/') 

x-i -f y-i = (*o + «i*)-* + (¡/o + °í0 •/• 


De aquí se deduce que 

j *=•*» Pa,f, (2) 

l y 0 + a i ,: 

La ocuación (2) se denomina ecuación paramétrica de la 
recta. 

Problema 1. Escríbanse las ecuaciones parametricas de 
la recta quo pasa por el punto M 0 (3; —5) paralelamente al 
vector a = (4; i). 
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A Sustituyendo directamente las coordenadas del punto 
A/„ y las coordenadas del vectoraen la ecuación (2) obtendre¬ 
mos 

r * = 3+4 1 , 

1 y= —5+í. a 

Problema 2. La recta l está definida por las ecuaciones 
| z=5-2 1, 

l y= — 2-f tif. 


So requiere construir 

* Para 

construir la i 

y 

A 

_ 

v 

/ 


o 

T j \jj 

-2 

- 
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determinar sus coordenadas 
hace falta tomar dos valores 
cualesquiera del parámetro í 
y sustituirlos en 1a ecuación 
de la recto. Si í = 0 obtenemos 
el punto A/„ (5; —2), y si t = 
= 1, el punto M , (3; 4). Lue¬ 
go construimos los puntos M 0 
y Af, y (valiéndose de una 
regla) trazamos la recta bus¬ 
cada (fig. 77). a 

Eliminemos el parámetro t 
do la ecuación (2). Esto es 


posible, ya que el vector u^Oy, por lo tanto, por lo monos 
una de sus coordenadas es diferente de cero. 

Sea que a, 0 y a % 0, entonces 


t - x ~*■> ’J—Uo 

y, por consiguiente, 


x—xp y—y D 

a, a. 


(3) 


La ecuación (3) se denomina ecuación canónica de la recta 
con el .vector director a = (a,; a,). 

Si a, = 0, a 3 0. las ecuaciones (2) toman la forma 


| z=*o. 

I y=y<,+ ajt. 
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Estas ecuaciones definen la recta paralela al eje Oy 
que pasa por el punto M 0 ( x„, ij 0 ). La ecuación canónica 
de tal recta tiene la forma 

x = x„. (4) 

Si dj 0, Oj = 0 las ecuaciones (2) tomarán la forma 
j x = x 0 -t-o,í 

\ y=y 0 - 

Estas ecuaciones definen la recta que es paralela al 
ojo Ox y pasa por el punto M „ (x„; y 0 ). La ecuación canó¬ 
nica de tal recta tiene la forma 

y — y»- (5) 

Problema 3. Escríbase la ecuación canónica do la recta 
que pasa por el punto (—1; 1) y os paralela al vector 

o = (2; 3). 

^ Poniondo las coordenadas del punto M„ y las coordona- 
das del vector a en la ecuación (3). obtendremos 



Problema 4. Escríbase la ecuación canónica do la recta 
que pasa por el punto M 0 (3; 4) paralelamente al vector 
a - (0; 5). 

c Según la fórmula (4) se tiene x — 3. A 


§ 28. Ecuación de una recta que pasa 
por dos puntos dados 

Sea que se dan dos puntos M , y M. con las coordenadas 
(Zi, y ,) y (x a ; y z ). Para formar la ecuación de la recta 
que pasajpor los puntos y M-_ tomemos por vector direc¬ 
tor detesta recta el vector a = M,M*. 

La ecuación canónica de la recta (27) que pasa por el 
punto M¡ (xa yi) y tiene el vector director a = (a,; a 2 ) 
tieno la forma 

*—*i ... y —yi 

a, a. 
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Al sustituir en esta ecuación las coordenadas del vector 


a = Af¡M., — (x t — x t ; j / 2 — ¡/ t ), obtendremos 

*— X, <1 — 11 í 

*a~V Ua—Ui' ■ 


( 1 ) 


Esta ocuacióu se denomina ecuación de una recta que pasa 
por dos puntos. 

Si en la ecuación (i) uno de los denominadores se anulo, 
para obtener una ecuación hay que igualar a cero el nonii- 



nador respectivo. Por ejemplo, si x t —z, = 0, la ecuación 
buscada será x — x, = 0. En este caso, los puntos M, 
y iVf 2 se encuentran a la misma distancia del eje Oy. y la 
recta MiM t os paralela a este eje. 

Frecuentemente se necesita formar la ecuación de una 
recta que pasa por dos puntos, uno de los cuales está situa¬ 
do en el eje Ox y el otro, en ol eje Oy. 

Sea que en ios ejes de coordenadas so dan los puntos 
A (a; 0) y U (0; b), y sea que a =f= 0. b =f= 0 (fig. 78). 
Considerando que en la fórmula (1) x, = a, y, = 0, z 2 = 0, 
y t = b, obtenemos 

T— a y— O 

0- a -fcZTo 

ó 

T+f-=‘-"' (2) 

Esta ocuación se denomina ecuación segmentaria de una- 
recta. ya que los númoros a y b indican, qué segmentos son 
cortados por la recta en los ejes de coordenadas. 
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Problema i. Escríbase la ecuación de la recta que pasa 
por los dos puntos Af, {3; —2) y A/ 2 (5; 1). 

a Unn vez sustituidas las coordenadas de los puntos 
M t y Aíj en la ecuación (1) obtendremos 

j —3 ¡,4-2 

5 — 3 1 +2 

ó 3*— 2y — 13 = 0 . A 

Problema 2. Los vértices de un triángulo se encuentran 
en los punios A (—3; 2), B (1; 5)yC (5; —7). Escríbase la 
ecuación de la mediana de este triángulo que pasa a través 
dol vértice A. Constrúyanso el triángulo y la mediana. 

i Sea que el punto A t (x„ y,) es el punto medio del 
lado BC. Para hallar sus coordenadas utilicemos las fórmu¬ 
las do división do un segmento por la mitad (el $25 las fór¬ 
mulas (5)): 

x , = !+*- 3 . 


Poniendo ahora en la fórmula (t) z, =3; y, = —1. 
x„ = —3, y z — 2, obtendremos la ecuación de la recta AA t , 
es decir, ln ecuación buscada de la mediana, 


x — 3 _U +1 

-i —:t '2 + t 


ó x+2y —1 = 0. 


En la figura 79 está representado el triángulo ABC y la 
mediana AA,. A 

Problema 3. Escríbase la ecuación segmentaria de la 

recta y =-2- x —3. Calcúlese el área del triángulo formado 

por esta recta y los ejes de coordenadas. 

a Transformemos la ecuación dada del modo siguiente: 

3 i x y i 

jx-y= 3 . = 

Como resultado obtondremos la ecuación 

K_=i 

que es la ecuación segmentaria de la recta dada. 
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•51 triángulo formado por la recia dada y los ejes de 
coordenadas es un triángulo rectangular con los catetos 
iguales a 4 y 3 (fig. 80), por lo tanto, su área es igual a 
Y - 4 -3 = 6 (unidades cuadradas). A 

Problema 4. Escríbase la ecuación de una recta que pasa 
por el punto A (4; —3) de manera que el área del triángulo 



c(s;-r) 


Fig. 79 

formado por esta recta y los ejes de coordenadas sea igual 
a 3 unidades cuadradas. 

A Apliquemos la ecuación segmentaria de una recta. 

Sea que —+-jp = 1 es la ecuación de la recta buscada. 

Entonces, como ol punto A (4; —3) está situado en la 
recta, a y ó satisfacen la ecuación 



o 


4 b — 3 a = ab. 
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Ei área del triángulo formado por esta recta y los ejes de 
coordenadas es, evidentemente, igual a | u | -| b |, por lo 

tanto, ay b también satis¬ 
facen la ecuación 

l « l-l 1-6. 

Por consiguiente, para ha¬ 
llar Inecuación de una recta 
os suficiente resolver ol 
sistema de ocuaciones 

| 4 b — 3a = ab, 

1 |aó| = (i. 

El sistema de ocuaciones |, '8- 80 

obtenido os, evidentemen¬ 
te, equivalente a los dos sistemas de ecuaciones simples 
siguientes: 

j 46 —3a = R, I 4ó —3a = — (i 

\ aó=R y i aZ>= — R. 



FiR. 81 



Del 

■ 


primer sistema hallamos a, =2, b¡ — 3 y a¡ - —4, 
— ¿ e * segundo sistema no lieno soluciones. Asi 
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puos, el problema tiene dos soluciones (fig. 81) 



2 

6 

3.r 1- 2p — G = 0 y 3* + + 12 = 0. A 

§ 29. Ecuación de una recta que pasa por el punto 
dado perpendicularmente al vector dado 

Sea que se da cierto punto M 0 y el vector n. Tracemos 
por el punto M„ la recta l perpendicularmento al vector w 
(fig. 82). Sea quo .1/ es un punto arbitrario. El punto M 



*• *K *- Kig. 83 


está situado en la recta l cuando, y sólo cuando el vector 

M<M os perpendicular al vector «, para lo cual es necesario y 

suficiente qtie el producto escolar de los vectores n y M„M 
sea igual a cero: 

n-M = 0 . ( 1 ) 

l'ara expresar la última igualdad en coordenadas intro¬ 
cí uzeamos un sistema cartesiano rectangular de coordenadas. 
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Sea que los puntos Al a y Ai tionen las coordenadas (x„\ y 0 ) 
y (a:; y). Entonces, M 0 M = (x — y - y 0 )- Designemos 



las coordenadas del vector normal n por (A; O). Ahora se 
puede escribir la igualdad (1) así: 

A (x — x 0 ) + B (y — y 0 ) = 0. (2) 

La ecuación (2) es la ecuación de la recta l que pasa por el 
punto dado M 0 (i„, y„) perpendicularmente al vector dado 
n = (A; B). 

Problema i. Escríbase la ecuación de una recta que pasa 
por el punto A (2; —3) perpendicuJarmente al vector 
n = (—1; 5) (fig. 83). _ 

¿ Aplicando la fórmula (2), bailamos la ecuación de la 
recLa dada: 

—1 -{x — 2) + 5-0/ + 3) =0 

o, definitivamente, x — 5 y — 17 = 0. ▲ 

Problema 2. Se dan los 4 puntos M x (2; —1) y Ai-, (4; 5). 
Escríbase la ecuación de una recta que pasa por el punto M x 

perpendicularmente al vector M x M t . 

A El vector normal de la recta buscada n = M X M 2 tiene 
las coordenadas (2;_6) (fig. 84). Por consiguiente, según 
la fórmula (2) obtendremos la ecuación 
2 (x — 2) + 6 (y + 1) = 0 
ó x + 3y 4 - 1 = 0. a 
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Problema 3. En el triángulo con los vértices en los pun¬ 
tos M¡ (—5; 2), M j (5; 6) y M 3 (1; —2) está trazada la 

mediana M,A,. Se requiere 
escribir la ecuación de la 
recta quo pasa por el punto 
A, perpendicularmente a 
la mediana M¡A, (fig. 85). 

A Se puede tomar por 
vector normal de la recia 

buscada el vector n=M x A t . 
Determinemos sus coorde¬ 
nadas. El punto A¡ es el 
punto medio del segmento 
M 3 M 3 , por lo tanto, si 
K¡ g . 85 ( x i- Ü\) son sus coor¬ 
denadas, x x = = 3, 

o l/i ~ = 2. Entonces el vector normal n = m\a x 

tiene las coordenadas (8; 0). Por consiguiente, la ecuación 




Fig. 86¿ 


buscada do la recta tiene la forma 

8 (x - .3) + 0 (p - 2) = 0 ó x = 3. a 


1)6 


Problema 4. Se da el triángulo con los vértices en los 
puntos A ( —3; —1), B (2; 7) y C (5; 4). Se requiere formar 
la ecuación de la recta que pasa por el vértice C perpendi* 
cularrncntc al lado Al! (íig. 86). 

Por vector normal de la recta buscada se puedo lomar 

el vector n — AB. Puesto que n = (2 — (—3); 7 — (—1)) = 
= (5: 8), sustituyendo las coordenadas del punto C y las 
coordenadas del vector n en la fórmula (2), obtendremos 

5 (x — 5) + 8 {y - 4) = Ü. 

o, definitivamente, 5x + 8y — 57 = 0. A 

§ 30. Ecuación general de una recia 

Sea que se da una recta arbitraria. Elijamos en ésta un 
cierto punto M„ (*<,; y„ ) y supongamos que n = ( A; II) 
es un vector normal arbitrario de esta recta. Entonces 
(ver 29) la ecuación de esta recta será la ecuación 

A (x — x„) + B (y — y„) = 0. 

Escribámosla así: 

Ax — Ax 0 + Dy — By„ = 0. 

Al dosignar con C el número — (Ax a + Hyñ)- obtendremos 
Ax + By + C = 0. (1) 

Así pues, toda recta del plano se define por la ocuación 
(1), es decir, por una ecuación lineal con dos variables. 

Demostremos ahora que toda ocuación linoal es la ecua¬ 
ción de una recta. 

En efecto, en la ocuación (1) por lo menos uno de los 
coeficientes A o B es diferente do coro, en caso contrario 
esta ecuación no será lineal. Sea que, por ejemplo. B 0, 
entonces la ecuación (1) puede ser escrita en la forma 

A{x-0) + fi( J , + -J) = 0. (2) 

Do acuerdo con el párrafo anterior la ecuación (2) y, por 
consiguiente, la ecuación (1) definen la recta que pasa por 

el punto (0; — y es perpendicular al vector »= (A; B). 

La ecuación Ax + By + C = 0 se denomina ecuación 
general de la recta. 


7 - 01331 ) 
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Señalemos que on la ecuación Ax + By -f- C = 0 el 
coeficiente A, cuando x es una variable, es la primera 
coordenada del vector normal de la recta y el coeficiente fí, 
cuando y es una variable, es la segunda coordenada del 
vector normal de la recta. 

Problema 1. Señalar los vectores normales para las rec¬ 
tas definidas por las ecuaciones: 

3x — 4y 4- 5 = 0, y = ^x+ 17, x = 5. 

A El vector normal de la primera recta es el vector 
n = (3; —4), de la segunda, el vector n =| ; —1 j , de la 

tercera, el vector n = (1; 0). ▲ 

Examinemos, cómo se sitúa la rocta respecto al sistema 
de coordenadas en función de los valores A, B, C de la 
ecuación general de la recta. 

1. Si en la ecuación general de la recta A = 0, la ecua¬ 
ción puede escribirse on la forma #¡/+C = 0oi/ = — í. 


y 

V 

y~i>° 

> * 

¡' 

X i 

0 

i O 

i 



v~-§<0 


Fig. 87 



Esto significa que todos los puntos de la recta tienen la 
misma ordenada (-) . Por consiguiente, la recta os para¬ 

lela al eje Ox (fig. 87). 

Si A = 0 y C = 0, la ecuación toma la forma y = 0, 
es decir, es la ecuación del eje Ox. 

2. Si en la ecuación (1) B = 0, la ecuación de la recta 

puedo escribirse en la forma Ax + C = 0 ó x = ——. 

A 
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Esto quiero decir que todos Jos puntos do la recta tienen la 
misma abscisa ^ — -jj . Por consiguiente, la recta es paralela 
al eje Oy (fig. 88). 

Si B = 0 y C = 0, la ecuación toma la forma x = 0, 
os decir, es la ecuación del eje Oy. 



3. Si C = 0, la ecuación (1) toma la forma Ax + Dy = 0. 
Las coordenadas del punto O (0; 0) satisfacen esta ecuación 
y, por consiguiente, la recta l definida por esta ecuación 
pasa por ol origon do coordenadas (fig. 89). 



4. Si A ?t 0, B 0 y C 0, la recta no es paralela 
ni al eje Ox, ni al eje Oy y no pasa por el origen de coorde¬ 
nadas (fig. 90). En este caso la ecuación (1) se reduce al 

tipo de ecuación segmentaria: x ^ -\ - ^-=1, y, por 

— 1 ~~B 

consiguiente, la recta definida por la ecuación (1) pasa por 
los puntos 0) y (0; — -|) . 


7 
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Problema 2. ¿Cómo eslán situadas las rectas: a) a: — y — 
0; !>) x + y = 0; c) 3* — 12 = 0; d) 5 y + 20 = 0; 
e) ’óx + 4y — 0? Construyanse oslas rectas. 

- a) Puesto quo la ecuación de la recta no contiene un 
término independiente, la recta pasa por el origen de coor¬ 



denadas. Como para cualquier punto de la recta la abscisa 
es igual a la ordenada, la rocta os la bisectriz dol primero 
y tercero ángulos do coordenadas (fig. 91). 

b) La ecuación de la recta no contiene un término inde¬ 
pendiente, por consiguiente, la recta pasa por el origen de 


y 

■** 



,1 



»< 


j 


X 

o 

1 



Fig. 93 


y 

_2 _ X 

O I 


Figs 94 


coordenadas. Puesto que para cada punto la abscisa y orde¬ 
nada son iguales en valor absoluto, pero tienen los signos 
contrarios, esta recta es la bisectriz del segundo y cuarto 
ángulos de coordenadas (lig. 92). 
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c) Realizadas las simplificaciones la ecuación do osta 
recta será la ecuación x = 4. La recta es paralela al eje de 
las ordenadas y pasa por 
ol punto (4; 0) (fig. 93). 

d) La ecuación de esta 
recta puede escribirse on la 
forma y = —4. La recta 
es paralela al eje do las 
abscisas y pasa por el pun¬ 
to (0; —4) (fig. 94). 

e) Puesto que en la 
ecuación está ausente el 
término independiente, lo 
recta pasa por el origen 
de coordenadas. Para cons¬ 
truir tal recta, es necesa¬ 
rio hallar las coordenadas 
de cualquier otro punto más. Por ejemplo, sea que x = 4, 
ontonces de la ecuación se deduce que para esto punto 
y = —3. Tracemos la recta a través del origen de coorde¬ 
nadas O (0; 0) y por el punto (4; —3) (fig. 95). A 



§ 31. Ecuación de una recta con 
un coeficiente angular 

Sea que en un plano que contiene un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas la recta l pasa por ol punto M„ 



y 

1 

¡ 

a - 0 

X 

o 
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paralelamente al vector director a (fig. 9(5). Sí la recta l 
corta el eje Ox (en el punto N ), por ángulo entre la recia l 
y ol eje Ox se entenderá el ángulo a, en el que os necesario 


101 





girar ol eje Ox en torno al punto N on sentido anliliorario, 
para que el eje Ox coincida con la recta l. (Se tiene on cuenta 
un ángulo menor de 180 o .) Este ángulo se denomina ángulo 
de inclinación de la recta. Si la recta l es paralela al eje Ox, 

el ángulo do inclinación 



igual 


cero 


se toma 
(fig- 07). 

La tangente del ángulo 
de inclinación de una rec¬ 
ta se denomina coeficiente 
angular y se designa lia- 
bitualmentó con la letra k: 

tga = k. 


Si a = tí, también lc = 
= tí; esto significa que la 
roela os paralóla al oje Ox y su coeficiente angular es igual 
a cero. 

Si a = 90°, entonces k = tg a no tieno sentido: esto 
quiero decir que la recta os perpendicular al eje Ox (es decir, 
os paralela al eje Oy) y no tiene un coeficiente angular. 

El coeficiente angular do una recta puedo ser calculado, 
si son conocidas las coordenadas de dos puntos cualesquiera 
de esta recta. Sean dados dos puntos do la recta: A/, (*,; ;/,) 
(#«; Ui) y supongamos que. por ejemplo, 0 < a < 90° 
x 2 > x\, y 2 > y¡ (fig. 98). Entonces del triángulo rec- 
hnllemos k — •«* ~ — - 1 * p * — Ut — Vi 


y M, 

y 

taugular M¡PM a 
Así pues, 


tga - L2£a£J 
g \M,P\ 


i. 

x t — x¡ 


( 2 ) 


Análogamente se demuestra que la fórmula (2) os válida 
en el caso de 90° < ce < 180°. 

La fórmula (2) pierde la validez, si x t — x, = 0, os 
decir, si la recta l es paralela al eje Oy. Para tales rectas el 
coeficiente angular no existo. 

Problema 1. Determínese el coeficiente angular de la 
recta que pasa por los puntos AI , (3; —5) y M 2 (5; —7). 

A Sustituyendo las coordenadas de los puntos A/j y Af¡¡ 
en la fórmula (2), obtendremos 


— 7—( — 5) 
5 — 3 


ó k= - 1. 
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Problema 2. Determínese el cocficionto angular de la 
recta que pasa por los puntos M t (3; 5) y Af* (3; —2). 

a Puesto que x a — x x = 0, la igualdad (2) pierde la 
validez. Para osta recta no existo un coeficiente angular. 
La recta M l M % es paralela al eje Oy. ▲ 

Problema 3. Determínese el coeficiente angular de la 
recta que pasa por el origen do coordenadas y el punto 
M, (3; —5). 

■i En este caso el punto M t coincide con el origon de 
coordenadas. Aplicando la fórmula (2), obtendremos 



Escribamos la ecuación de la recta con el coeficiente 
angular k que pasa por el punto (x,; y,). Según la fór¬ 
mula (2) el coeficiente angular de una recta se halla por las 
coordenadas de sus dos puntos. En nuestro caso el punto Ai, 
esta dado, y por segundo punto se puede tomar un punto 
cualquiera M (x; y) de la recta buscada. 

Si el punto M está situado en la recta que pasa por el 
punto M¡ y tiono ol coeficiente angular k, en virtud de la 
fórmula (2) se tiene 



Si el punto M no ostá situado en 1a recta, la igualdad (3) 
no os válida. Por consiguiente, la igualdad (3) os la ecua¬ 
ción de la recta que pasa por el punto M, (x,; y,) con ol 
cooficionte angular k; esta ecuación se escribo habitual- 
niente en la forma 

y — y, = k (x — x,). (4) 

Si la recta corta ol ojo Oy en cierto punto (0; b), la 
ecuación (4) toma la forma 

y _ b = k (x — 0) 

es decir, 

y = kx + b- (5) 

Esta ecuación so denomina ecuación de la recta con el coefi¬ 
ciente angular k y con la ordenada inicial b. 

Problema 4. Hállese ol ángulo de inclinación de la 
recta ]^3x + 3y — 7 = 0. 
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- 1 Reduzcamos Ja ecuación dada a la forma 

1 


y— 


Vt x+ i‘ 


- 7 = , de aquí que a = 

I 3 


Por consiguiente, A; == tg a 
= 150’. A 

Problema 5. Escríbase la ecuación de la recta que pasa 
por el punto P (3; — i) con un coeficiente angular k — ~ . 

O 


* AI sustituir k = , x¡ = 3, y, = —4 en la 

ción (4), obtendremos 


ocua- 


y-(-4) = 4(z-3) 


2x —5y — 2(5 = 0. 


Problema (i. Hágase la ecuación de la recta que pasa por 
el punto Q (—3; 4) y que forma el ángulo do 30’ con la 
dirección positiva dol oje Ox. 

A Si a. ~ 30°, k = tg 30° =*-^. Al sustituir los valo¬ 
res do x,. y, y k en la ecuación (4), obtendremos 


*- 4 = J T-(* + 3 ) 6 VT*-8|M-12 + 31/T-0. A 


§ 32. Cálculo del ángulo entre las rectas, 
definidas por ecuaciones generales. 

Condiciones de paralelismo y 
de perpendicularidad de dos rectas 

Soa que las rectas l¡ y l 2 están definidas por las ecuaciones 
generales 

A ,x + B,y + C, = 0 y A.x + B t y + <7, = 0. 

Dosignemos con <p la magnitud del ángulo oritre las 
rectas l¡ y l 2 y con iJj. el ángulo entre los vectores normales 
n i = Mi; #j) y»j = M*; B t ) de estas rectas. Si t|> 90° 

(fig. 99, o), q = i|j. Si t|> > 90° (fig. 99, b), entonces <p = 
= 180°—i|>. Es fácil ver que en cualquier caso os válida 
la igualdad 


eos q> = | eos |. 
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De acuerdo con la fórmula (1) del 20 tenemos 
eos =eos 

y, por consiguiente, el coseno del ángulo q> entre las roelas 
l¡ y L puede ser calculado según la fórmula 


eos <[ 


_ l« 1 l l»tl 


( 1 ) 


Al escribir el miembro derecho de la fórmula (1) por medio 
de las coordenadas obtendremos 


eos (f = 


I d, -i A,+tí,ls, | 

+ + 1 '>!? + »; ' 


Problema 1. Calcúlese el ángulo entre las rectas 


( 2 ) 


—3a: — 4 í/ + 25 = O y 4x + 3 y — 25 = 0. 


a Según la fórmula (2) obtendremos 

eos <p __ 

T Vv+s¡ yv+v 


24 

25 ’ 


de donde según la tabla de los cosenos hallamos ip ss 16°., 



Las rectas con los vectores normales n, y « 2 : 
a) son paralelas cuando, y sólo cuando los vectores n, 
y «j son colineales; 
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b) son perpendiculares cuando, y sólo cuando los vectores 
n, y « 2 son perpendiculares, o sea, cuando n, •n 2 = 0. 

Do aquí obtenemos las condiciones necesarias y suficien¬ 
tes do paralelismo y perpendicularidad de dos rectas defi¬ 
nidas por las ecuaciones generales. 

Para que las rectas 

A,x + B¡y + C, = 0 y A¡x + B¡y + C¡ = 0 

sean: 

a) paralelas, es necesario y suficiente que 



b) perpendiculares, es necesario y suficiente que 
A\A % ■+• = 0, 

Problema 2. Entre los siguientes pares do rectas: 

6x — 15y -(-7=0 y 10a: + \x — 1=0 
5» — 7y — 4=0 y 3* + 2ij — 13 = 0 
i— 2y + 1 = 0 y 2a: — 4 y + 1=0 

indíquenso las paralelas o las perpendiculares. 

¿ Para el primer por de rectas A,A 2 4- B,B 2 = 6-10 + 
+ (—15) -4 = 0, es decir, es válida la condición do perpendi¬ 
cularidad. Las rectas son perpendiculares. 

Para el segundo par do rectas 

\A t ¿?,| 15 — 71 

I A 2 B 2 \~ |3 2| ^ 0 y 

A í A 2 + B í B 2 =5-3-t ( —7)-2^0. 

Por consiguiente, las roctas del segundo par 110 son ni para¬ 
lelas ni perpendiculares. 

Para el tercer par do rectas 

1/1, I II —21 
¡A, B 2 HI 2 -4f °' 

es decir, las rectas son paralelas. A 
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Si las recias 


Ajx + /),!/ + C, = O y A 2 x -+- tf 2 ¡/ + C s = ft (3) 


tienen un punto común, sus coordenadas satisfacen cual¬ 
quiera de las ocuaciones (3). Por lo tanto, para hallar los 
puntos comunes de las roctas dadas es necesario resolvor 
ol sistema 

f A ,x + B t y -+- B, ■= 0. 

1 A¿c + /? 2 .v + C s = 0. (4) 

Si las rectas (3) no son paralelas, es decir, si I 0, 

ollas se cortan. Las coordenadas del punto do intersección 
se hallan del sistema (4) que en este caso tiene una solución 
única. 

Si las roctas son paralelas, os decir, si 0, 

ellas o bien coinciden y. entonces, ol sistema (4) tiono un 
conjunto infinito de soluciones (Ins coordenadas de cada 
punto do lo recta son la solución del sistema) o bien no 
coinciden y. entonces, ol sistema (4) no tiene soluciones. 


§ 33. Cálculo del ángulo entre las rectas 
definidas por las ecuaciones con 
coeficientes angulares 


Sea quo las rectas /, y Z¡ están dadas por las ecuaciones 
con coeficientes angulares fc, y k 2 : 

y = k,x + ó, e y = k¿t + ó 2 . 

Por vectores normales do oslas rectas se puedo Lomar n¡ = 
— (k¡; —1) y »¡ = (/c 2 ; —1). La fórmula (2) del §32 en 
este caso tiene la forma 


eos ((i = 


I V-, + i I 

V^Í+T-i- V^i + l ‘ 


(1) 


Po medio do esta fórmula se puede bailar el ángulo cp 
entre las rectas con coeficientes angulares k, y /c 2 . 

Si k, = k a , eos ip = 1 y rp = 0, es decir, las rectas son 
paralelas. 


107 



Si kje 2 + 1=0, c-os <p = 0 y cp = 4J-, es decir, las 
recias son porpen di ciliares. 

Por consiguiente, las condiciones necesarias y suficientes 
do paralelismo y perpendicularidad do dos rectas definidas 
por las ocuaciones con coeficientes angulares se enuncian 
de la manera siguiente: 

para que las rectas y — k,x + b¡ e y = k 2 x + b 2 sean 

a) paralelas, es necesario y suficiente quo k¡ = /c 2 ; 

b) perpendiculares, es necesario y suficiento que &,fc 2 = 

Deduzcamos una fórmula más (más simple) para el ángu¬ 
lo entro las rectas definidas por las ecuaciones con coefi¬ 
cientes angulares. 

Puesto que 0 ^ <p ^ 90°, sen <p ^ 0 y 
■en<p = V r l — cos*cp. 

Al sustituir la expresión para eos cp do 1a fórmula (1), ob¬ 
tendremos 


sen cp = | 


/ K • (M.+ })• 


(*?+D(*l+t> 


I I 


1 '*?+» + V *3 +1 


De aquí y de la fórmula (1) so deduce que para la tangente 
dol ángulo onlro las rectas con coeficientes angulares A, y k 2 
queda válida la fórmula 


tg«p = 


kj — k, 
*i*. + l - 


( 2 ) 


Si el denominador en la fórmula (2) so anula, es decir, 
si k,k.¡ + 1=0, entonces, como se ha indicado anterior¬ 
mente, las rectas son perpendiculares y cp = 90°. 

Problema !. Hállese ol ángulo entro las rectas y = 


= —4+2 e y 


x + 5. 


- Según la fórmula (2), considerando quo k¡ =-i- . 


/e 2 — . hallamos 


lg‘P - 


Y’T 


+1 


= 1. 
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El ángulo entre las rectas es igual a 45°. ▲ 

Problema 2. Calcúlese el ángulo entre las rectas 

y = —+ 1 8 j=8l+7. 

A Considerando que on la fórmula (2) le, — — ^ , /c 4 = 8, 
obtenemos 

tg<P= ■- =-I-= 8.25. 

- t .8 + 1 

Según la tabla de las tangentes hallamos <p as 83°. A 
Problema 3. Demuéstrese que las recias y = -~ — 3 

e y — 3x — 1 son perpendiculares. 

A Comprobemos si se cumple la condición do perpendi¬ 
cularidad de las rectas: 

*1*2= ( — t )' 3= — i ' 

Por consiguiente, las roelas son perpendiculares. A 

§ 34 *. Cálculo doi ángulo entre las rectas 
definidas por las ecuaciones canónicas 

Examinemos el problema de cálculo del ángulo entre 
las rectas l x y definidas on un cierto sistema cartesiano 
rectangular do coordenadas por las ecuaciones 



Designemos con <p la magnitud del ángulo entre las rectas l x 
y l t , y con ip, la magnitud del ángulo entre los vectores 
directores a = (a,; a 3 ) y b = (6,; b z ) do estas rectas. Es 
fácil ver que si -í|> ^ 90° (fig. 100, a), <p = i|>, y si r|> > 90° 
(fig. 100, b), cp = 180°—cp. Por lo tanto, siempre tiene 
lugar la igualdad 

eos cp «= | eos ip |. 

Según la fórmula (1) del § 20 obtenemos 
cos* = cos(0)=¡ n «-> 6| 
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y, por consiguiente. 


o 


eos <p 


I a b 1 
UHH 


eos q< = 


_I « ifti + °a ft 2 I 

i V'bi + bl 


Problema 1. Calcúlese ol ángulo entre las rectas 


(O 


a—1 ^+3 x ¡,-f 1 

1 5 y 2 ~ —3 


y construyamos ostas rectas. 

A Según la fórmula (1) hallamos 

— T - , l< - 3 - 5 ' 3 ' - , * 3 , - | 

/l s + 5* /2* + (— 3)* V2t> V 13 Y2 

Por consiguiente, el ángulo entro las rectas es igual a 45°. 



Construir una recta es más fácil por dos puntos. De lao 
ecuaciones“seJve que la primera recta pasa por el punta 
(1; —3) y la segunda, por ol punto (0; —1). La primera 

recta corta el eje Ox en el punto (-jj-; Oj y la segunda, en el 

punto (—-jp 0) . Las rectas dadas están representadas en 
la figura 101. A 

Las rectas con los vectores directores a y ó: 

a) son paralelas, cuando los vectores a y b son colineales; 
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b) son perpendiculares, cuando los vectores a y b son 
perpendiculares, es decir, cuando a-b = 0. 

De aquí obtenemos las condiciones necesarias y sufi¬ 
cientes do paralelismo y perpendicularidad de dos rectas 


definidas por las ecuacio¬ 
nes canónicas. 

Para que las rectas 

x ~ x ' u ~ u ‘ 

a, a t 


sean 

a) paralelas, es necesa¬ 
rio y suficiento que 



b) perpendiculares, es 
necesario y suficiento que 
fliA + afbj = 0. 



Flg. toi 


Problema 2. Entre los siguientes pares do rectas indfquen- 
se los pares de rectas paralelas o perpendiculares: 

* v x —t i/4-2 
3 6 y i 2 ’ 

*—5 y x + 2 x— 6 
3 6 y —2~ = i " 

A Para el primer par de rectas ~ = > ya que - 7 - = x • 

Por consiguiente, las rectas son paralelas. 

Para el segundo par de rectas la condición de -t 1 =4 s 

Oj Og 

no se cumple y, por lo tanto, las rectas no son paralelas. 

Comprobemos si se cumple la condición de perpendicula¬ 
ridad do las rectas: a l -b l + a 2 -b 2 = 3 *(—2) +6-1 = 0. 
Por consiguiente, las rectas son perpendiculares. A 


§ 35 *. Ecuación normalizada de una recta 

Sea que l es una recta arbitraria (fig. 102). Designemos 
con p la distancia entre el origen de coordenadas y la re 
ta l, y con q>, el ángulo entre el eje Ox y el vector normal 
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Calcularemos el ángulo del eje Ox en sentido antihorario, 
lis evidente que la posición de la recta en el plano se define 
por completo por las magnitudes p y ip. Expresemos por 
medio de p y <p los coeficientes de la ecuación do la recta l. 

Sea que Ai „ es el punto de intersección do la recta l 
con la recta quo os perpendicular a osla, que pasa por el 
origen de coordenadas. « 0 es el vector unitario normal de la 



recta l, es decir, | n„ | = 1. Las coordenadas del punto M 0 
y del vector n 0 se expresan por medio de las magnitudes 
dadas p y <p del modo siguiente: 

M o (p eos qc p sen <p), n„ = (eos tp; sen cp). 

En el §29 íue deducida la ecuación de la recta quo pasa 
por el punto (x„\ y 0 ) con el voctor normal (A; fíy. 

A (x — *o) + # (y + ¡/o) = 0. 

Sustituyendo en esta ecuación las coordenadas dol punto 
M 0 y del vector n 0 , obtendremos 

eos cp (x — p eos <p) + sen cp (y — p sen <p) = 0, 
ó 

x eos cp 4- y sen cp — p (eos 2 cp 4- sen 2 ip) = 0. 

Como resultado obtenemos la ecuación 

x eos cp 4~ y sen cp •— p = 0, 

que se denomina ecuación normalizada de una recta. 

En una ecuación normalizada todos los coeficientes tie¬ 
nen sentido geométrico: los coeficientes con las variables 
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t e } son coordenadas del vector unitario normal de una 
roela; el término independiente (— p) es igual a la distancia 
entro ol origen de coordenadas y la recta tomada con el 
signo «menos». Señalemos una vez más, que en una ecuación 
normalizada de una recta el término independiente es 
menor o igual a cero. 

Examinemos por ejemplo, la ecuación x — y + 5}/2 =3 
= 0. No es una ecuación normalizada: el vector (1; —1) 
no es un vector unitario, ya que | n | = Y2 ^ 1 ; el término 
independiente de la ecuación es positivo. Multipliquemos 


arabos miembros de la ecuación por ( — -p-= J . Entonces, la 
ecuación de la recta tomará la forma 


Vi 


T + 


T+- 5 - 0 - 


y se liará normalizada, ya que ahora el voctor --— ; ^ 

' V 2 V 2 ' 

es. ciertamente, unitario, y el término independiente de la 
ecuación es negativo. El vector normal de la recta en cuestión 
forma con el eje Ox tal ángulo <p que eos «p =-, sen = 

1 V ¿ 

= - 7 =, o sen, <f = 135°. La recta pasa a la distancia de 

cinco unidades de longitud del origen de coordenadas. 

La ecuación goneral de una recta 

Ax + Tiy + C = 0 

siempre se puede reducir a una forma normalizada (norma¬ 
lizar). Si C < 0, multiplicando por el factor normalizador 

7 == =- ambos miembros do la ecuación, obtendremos la 

y A ¿ -f- o* 
ecuación 


V A* 


* + - 




y-y 


y a 2 -|- /( a 


■ — 0, 


Jt 


que es normalizada, ya que el vector ( — - A ~ - ; _ , 

'+/) 2 +z ? 2 VA*+n* i 
como so comprueba fácilmente, es un vector unitario, y el 
término independiente de la ecuación es menor o igual a cero. 


8 - 01331 ) 


113 



I^J caso de C > 0 se reduce al anterior multiplicando por 
—1 ambos términos de la ecuación. Por lo tanto, si C > 0, 

por factor n ormalizadorsedebe tomar el número- * . 

VAt+ti- 

Probiema. Calcúlese la distancia entre el origen do coor¬ 
denadas y la recta 6x — Sy -f 25 = 0. 

A Puesto que C = 25 > 0, al multiplicar ambos miem¬ 
bros de la ecuación por el factor normalizador- 1 = 

VA*+U* 

obtendremos la ecuación normali- 


10 : 


K3fi-t-64 
zada de la recta dada 


—0,6x 4- 0,8 y — 2,5 


0 . 


Toniendo en cuenta el sentido geométrico del término 
independiente de la ecuación normalizada de una recta, 
llegamos a la conclusión de que la distancia buscada es 
igual a 2,5. ▲ 

§ 36. Distancia de un punto a una rocta 

Sea que se dan empunto M, (x,; j/,) y la recta l definida 
por su ecuación normalizada 

x eos ip -f- y sen <p — p = 0. 



Hallemos la distancii d del punto M¡ a la roela /, es 
decir, la longitud del segmento Al¡K, dondo K es la proyec¬ 
ción dol punto Mj sobre la recta / (fig. 103). 
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Supongamos que. como on el párrafo 35, .17 „ (p eos <p: 
l> son ip) es el punió tle intersección de la recia l con la 
rocín perpendicular a ella, que pasa por el origon ilc coorde¬ 
nadas; n„ - (eos cp; sen <p) os ol vector normal unitario 
de la recta l. 

La distancia buscada d es igual al módulo de la proyec¬ 
ción del vector Af 0 M, sobro la dirección dol vector KM, o, 

puesto que KM ¡ y n a son colinoalcs, sobre la dirección del 
vector Así pues. 


l pr no M 0 M, I - 

Expresemos la proyección dol vector M„M, sobre la 
dirección dol vector n„ por medio del producto escalar do 
estos vectores. Conforme a la fórmula (3) del §17 obtendremos 


d-= | prn^A/oAf, | = \M 0 M l -n 0 \. 

Puesto que M = (x t — p eos <p; y, — p sen <p) y n„= 
= (eos ip; sen <p). entonces 

d = | (x, — p eos <p) eos >p + ( y¡ — p sen <p) sen ip | = 
— |x, eos ip + y 1 sen <p — p (eos 5 rp -+- sen s q)| y definitiva¬ 
mente 

d = | a:, eos <p + y, son <p — p |. (1) 


Así pues, la distancia de un punto a una recta es Igual 
al módulo del número que se obtiene como resultado de la sus¬ 
titución en el primer miembro de la ecuación normalizada de 
una recta de las coordenadas del punto dado. 

Problema 1. Determínese la distancia del punto M (3; 2) 
a la recta 4ar — 3y -+ 14 = 0. 

A Normalizamos la ecuación de la recta. En el caso 

ilado el factor normalizador es ol número- -[ - — = 

3 )« 

= —5 . Por lo tanto, la ecuación — x + — y — -g- — 0 

será la ecuación normalizada de la recta dada. Según la 
fórmula (1) hallamos la distancia 



1—12 + 6 — 14 | 


4. A 


«• 


115 


5 



Problema 2. Hállese la distancia entro las rectas parale¬ 
las 2\x — lÜp f• 39 = Ó e p — t? a: — 

APara determinar la distancia entre dos rectas parale¬ 
las es suficiente elegir en una de ellas un punto cualquiera 
y hallar luego la distancia de este punto a otra recta. 

El punto M (l); 3,9) está situado en la primera recta, 
ya que 24-0 — 10 *3,9 + 39 = 0. Para lo segunda recta 
~ x — y —y = 0 el factor nnrmnlizador es igual a 

Tffjw"*’ 


por lo tanto, su ecuación normalizada sorá como signo: 
Ln distancia buscada d la bailamos según la fórmula (1): 

H£°-é- 3 ' 9 - 2 H-T- 2 l= 3 - r> -* 


Problemas para el capítulo II 

2 . 1 . Determinóse si el punto (— 1 ; 2) pertenece al gráfico de 
les ecuaciones: 

k) 3a- + 5» — 7 = 0: h, 2** — 3tv — 8 = 0; 

c) 4** — 0 » — t 0; d) 3x* — t + y = C. 

2.2. Construyanse los gráficos de las ecuaciones: 
o) 3 j- — 2y — 1 = 0; 1>) 2r + 3(y + 2 = 0; 

O 4j- 3 — 2ir — 3 =- 0; d) 2x» — 4p — l - 0: 
t>) <* — 3) (* — 4) ~ v - ti i* + y 2 = 1. 

2.3. ¿lis el punto (—3; 1) el punto de intersección de los gráficos 
de bis ecuaciones: 

a) p — i = 4 y i» - —3: 

b) = 8 y 3 j + 12 v = I? 

2.4. Escríbanse los ecuaciones purnrnátricos de la recto que 
paso por el pumo dado M t , paralelamente al vectora. 9i: 

a) A/, (—1; 2), a — |3; 2); b) M, (3: 1). « = (1; 0); 

c) Mm (3: —2), a = (1; 3); d) M, (2; Ol, o = (0; -3). 

2 . 5 . (^instruyase la recta definido por las ecuaciones: 


i i=l— i 
\ y= —3+1; 



x= —2 1 , 
y=3. 


2.(i. Construyase la recto que poso por el punto A (0; 3), pánde¬ 
lo mente :il vectora = (2; 1). 


lili 



2.7. Escríbase la ecuación canónica de la recia que pasa por el 
punió iV/ 0 , paralelamente al vector o. si: 

a) M a (3; —ó). a-( 1; —4); b) W,(l; 0), a = (0; 3); 
c) W»(yí 5 ) • “ — ( — $• —¡Mi d) AMO; -3); a = (-4; 0). 

2.8. Construyase la recia que pasa por el punto E (4; —3), para¬ 
lelamente al vector i. 

2.0. Escríbase la ecuación canónica de la recta que es paralela al 
eje Oy y pasa por el punto Al, (2; —4). 

2.10. Una recia está dada por la ecuación * ^ ^ *= * ' " ■ 

Indiquese un punln cualquiera de la recta y su vector director. 

2.11. Escriliuse la ecuación canónica de la recta que pasa por el 
punto de intersección de las rectas 2x + y — 3 = 0 y 5x — 3y — 2 = 
= 0 y es paralela al vector j. 

2.12. Escríbanse las ecuaciones paramétricas do la recta que pasa 
por el punto de intersección de los rectos 2x ■+■ y = 3 y 3* — 2y = 4 
y es paralela al vector a =■ (—7; ti). 

2.13. Escríbase la ecuación de la recta que pasa por dos punios 
dados, si: 

a) Mi (— 1; 6). M t (-2; -3); b) M, (-3; 2>. M , (4; 3): 
c )JM,(j! -g- ) , Af, (■g 1 0,3) ; d) O (0; •)). Al (3; —2). 


2.14. Para la recia y 


■x + 0 escríbase su ecuación seg¬ 


mentaria. 

2.15. Escríbase para la recia 3x — 7y = 5 su ecuación segmen¬ 
taria. 

2.16. Hállense los puntos de intersección de la recta con los ejes 
do coordenadas y construyase esta recta: 

a) 3x — 2y — 12 = 0; b) 8x — 3y + 12 = 0. 

2.17. Se dan sucesivamente los vértices do un cuadrilátero con¬ 
vexo A (—6; —2). D (6; 7). C (9; 3) y D (1; —3). Determinóse el 
punto de intersección de sus diagouales. 

2.18. Calcúlese el área de un triángulo corlado por la recta 3x + 
-f- 4y — 12 = 0 desde el ángulo de coordenadas. 

2.19. Escríbase la ecuación de una recta si el punto M (2; 1) es 
el punto medio de su segmento, comprendido entro los ejes de coor¬ 
denadas. 

2.20. Una recta corta en los ejes do coordenadas en el primer 
cuadrante segmentos congruentes. Escríbase la ecuación de la recta, 
si el área del triángulo limitado por la recta y los ejes de coordenadas 
es igual a 18. 

2.21. Escríbase la ecuación de una recta que pasa por el punto 
í¡ (0; 8). si el área del triángulo limitado por la recta y los ejes de 
coordenadas es igual a 16. 

2.22. Determínese el área del triángulo limitado por la recta 
5x 8y — 40 = 0 y los ejes de coordenadas. 

2.23. Se da el triángulo con los vértices co los punios M (0; —2), 
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A' (0; 2] y P 12; 4). Escríbanse las ecuaciones de] lado MP, do la 
mediana Nli y de lo altura iVO. 

z -24. Se lia el triángulo con los vértices en los puntos A (—5; —5), 
" ‘1 >' v (5; —1). Escríbanse las ecuaciones de los lados y media¬ 

nos do osle triangulo. Hállense las coordenados del centro de gravedad 
de este triangulo. 

2.2Ü. ¿Cuál de las rectas 2r — 3¡,+ 4 = 0yx — »=0 corta 
en el eje de ordenadas el mayor segmento? 

2.28. Un punto se mueve del origen de coordenadas con una velo¬ 
cidad de v — 3i + 2/. Hállese la trayectoria del movimiento del 
punto. 

2.27. Construyase la recta que pasa por el punto C (3; —2) 
y es perpendicular a] vector n = (1; 41. 

2.28. Escríbase la ecuación de la recta que posa por «1 punto 
D (2; —d) perpendicularmente al vector « = (4; —11. 

2.20. Escríbase la ecuación de la recta que pasa por el punta 
A (o; —21, perpendículormente al vector » = (3; —21. 

2..10. Construyase la recta que pasa por el origen do coordenadas 
y es perpendicular al vector n = (3; 41. 

2.31. I,a recto está definid» por la ecuación — 3 (x + 5) + 

+ y(ll — 81 — O. Indlqucso un punto cualquiera de la recia y su 
vector norma). 

2.32. Destacar entro las rectas A (x — 2) 4- O (ij + 3) = 0 
aquella recta, que es perpendicular al vector n — (4; 1). 

2.38. Construyase la recta que pasa por el punto C (0; 3) pernen- 
dlculnrmenlc al vector /. 

Escríbase la ecuación do la recta que pasa por el punto 
A (3; 4) y es perpendicular al vector j. 

2.35. Escríbase la ecuación de la recta que pasa por el punto F 
y es perpendicular al vector n = r¿\ 5). si el punto F es simétrico al 
punto A (3; —41 respecto al ojo Or. 

2.36. Escribnse la ecuación de la recta que pasa por el punto 
medio del segmento A H yes perpendicular a él, si A ¡3; —21. B í5; —4). 

2.H7. A través de los puntos de intersección do la recta 5x —2y — 
— 10 = 0 con los ejes de coordenadas están trazadas las perpendicu¬ 
lares a esta recta Escríbanse sus ecuaciones. 

2.38. En el triángulo con los vértices en los puntos M, (—4; —31. 
•^2 (—3: 41 y Mj (2; 1) está trazada la mediana A/,0. Escríbase la 
ecuación de la recta que pasa por el punto Af. y es perpendicular a la 
mediana A/,0. 

2.30. Escríbanse las ecuaciones de las perpendiculares bajadas 
de los vértices del triángulo ABC, donde A (t; 3), D (—1; 0), 

c(l; — | , u sus lados y convénzanse de que ellos su intersecan en 

uu sujo punto. 

2.40. Escríbase la ecuación general de cada uiul de las rectas 
dadas y señálense las coordenadas del vector normal; 

e) f + f =i; d > “y(*+M)+8(»—§-)=-0. 
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2.41. La recia está definida por la ecuación 2x — 3 y — l> — 0. 
Escríbanse: a) !a ecuación segmentaria de esta recia; bj la ecuación 
canónica de esla recta; c) la ecuación paramétrica de esta recta. 

2.42. Construyanse las rectas: 

a) 3x — v ■+■ 5 = 0; b) x — Zy — 4 = 0; c) x + y + 1 = 0. 

2.43. Hállese el punto de intersección de los siguientes parea de 
recias: 

al Zx — Zy — 5 = 0, 5* + ■/ — 17 = 0; 

b) 4x — Zy — 7 = 0. 2x + 3y — 17 = 0; 

cj 2x + 5ij — 29 = 0. 5x -f 2y — 20 = 0; 

«11 3x 2y — 13 = 0, 5x — Zy — 9 = 0: 

e) x — y — 1 — 0, Zx — 3y -f- 5 = 0. 

2.44. Se dan las ecuaciones do los lados del triángulo: x — y 4- 4= 

=. 0. 4* + 2y — 19 = 0, 5* -+- 6y + 0 = 0. Hállense las coorde¬ 
nadas de sus vértices. 

2.45. Se dan las ecuaciones de dos lados del paralelogramo 

8x + 3y -J- I = 0, 2x + y - 1 = 0 
y la ecuación de una do sus diagonales 

3z -f- 2y + 3 = 0. 

Hállense las coordenadas de los vórtices de este paralelogramo. 

2.4G. Se dan las ecuaciones do dns lados del paralelogramo 
x — 4y + Ü = 0. 2* -f y — 5 = 0 y la ecuación de una do sus 
diagonales x — y — 1 = 0. Hállonso las coordenadas de los vórtices 
do este paralelogramo. 

2.47. ¿Cómo están situadas las rectas: y — x = 0; 2* y — 0; 
4x - 12 = 0; 6y + 24 = 0; 2-r — 3y = 0; x = -4,5; y = 8? Cons¬ 
truyanse estos rectas. 

2.43. Escríbanse las ecuaciones de las rectas que pasan por el 
punto N (4; —3) y son paralelos a los ejes de coordenadas. 

2.49. Escríbanse las ecuaciones de las rectas que pasan por el 
punto P (5; —2) y son perpendiculares a los ejes do coordenadas. 

2.50. Escríbase la ecuación de la recta que pasa por el punto 
D (—3; —2) y el origen de coordenadas. 

2.51. Calcúlese el coeficiente angular do la recta que pasa por 
los puntos A (3; 5) y 13 (—2; 4). 

2.52. ¿Qué ángulo forma la recta que posa por los puntos A (2; 0) 
y II {4; —2) con dirección positiva del eje do las abscisas? 

2.53. Hállese el coeficiente angular de la recta que paso por el 
punto D (—1: —1) y el origen de coordenados. 

2.54. Hállese la tangente de la inclinación do una recta que 
pasa por el punto C (—2; 1/2) y el origen de coordenadas. 

2.55. Escríbanse las ecuaciones de dos rectas cualesquiera, pero 
tules, que la primera de ellas forme con la dirección positiva del eje 
do las abscisas un ángulo, dos veces mayor que la segunda. 

2.56. Hállese el ángulo de inclinación de las rectas siguientes: 

a) Zx -|- Zy — 7 = U; b) 2 V 3* — 2y + 5 = 0; 

c) y + 10 = 0; d) x — 5 — 0. 

2.57. Se da la ecuación de la recta + -g- =1. Se requiere 
hallar la magnitud del ángulo entre esta recta y la dirección positiva 
del eje de las abscisas. 
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2.58. Hállese el coeficiente angular de la recta 3x — ?;/ 4- 2 = 0 
y construyala. 

2.59. Hállese la tangente do la inclinación do la recta 3¿ — 4 V +. 
4- 13 = 0 y determínese qué segmento corla ésta en el eje de orde¬ 
nadas. 

2.60. Determínese cuál de las rectas 2x — 3y+-4 = 0yx — y = 
= 0 forma el mayor ángulo con la dirección positiva del eje de orde¬ 
nadas. 

2.61. Da recta está dada por las ecuaciones paramélricas x = 
— —3 +- 3í, y — 2 — C>l. Escríbase la ecuación de esta recta con el 
coeficiente angular. 

2 . 62 . Calcúlese el ángulo entre las rectas: 


x — 3 y 


* + 3 _ 

y 

3 —3/3 

y 

—3 

—3 /§ 

*+-4 y —6 


X—5 

y+2 

3 3 /§ 

y 

3 “ 

—3 V* 

* t2 y—3 

24 7 

y 



*—6 y 


* — 3 

y-6 . 

*+-0.5 y —4 

y 

3 “ 

x—3.5 

l ’ 

Vi 3 

y 

Vi 

= ^ 2 ' 


2.63. Señálense entro los siguientes pares de rectas los pares de 
rectos paralelas o perpendiculares: 


a) 



b) 


x —3 y 

2 “‘3 


c) 


*+0,3 y—0,4 
3 “ 4 


y 

y 

y 


*-7 y+-2 . 



x-1 y+3 

12 = -16 • 


2.64. ¿Para quó valor de b las rectas 1 ^ ¡T '* y 1 ^ 

■ son paralelas? 


2.65. ¿Para qué valor de a las rectas 

y -M 


* +3 


24 


son perpendiculares? 



2.66. Calcúlese el ángulo cutre las rectas: 
a) x +• Dy +- 9 = 0 y 2x — 3y +- 1 = 0; 

h) 2x + y — 5=0 y 3x — y + 4 = 0; 

o) 2x — 3y +- 12 = 0 y 3* — y +- 5 = 0; 
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d) 2x - 3y - 7 = O y a + y — 2 -= 0; 

«.’) 3a- + 2y — 7=0 y 2x — 3y + 9 = Ó. 

2.(17. ludíqlíense los pares de roelas paralelas o perpendiculares 
entre los siguientes pares de recias: 

a) 2r — 3y — 7 = O y 4x — Gp + 9 = 0; 

b) 3* + 2p — 5 = 0 y 4z — 6y 9 = 0; 

c) 3z -f 2y — 5 = O y 4x — (\y — 5 = 0. 

2.68. ¿Para qué valor de o las rectas 2z — 4y + O = O y ax — 

— 2y 4- 9 = O son paralelas? 

2.C9. ¿Para qué valor de b las recias 2* — 2y — 35 = O y i -f- 
+ by + 1 = O son perpendiculares? 

2.70. Examínese la posición reciproca de los siguientes paros 
de rectas. Determínense las coordenadas del punto de intersección, 
si las rectas se intersecan: 


a) x ■ 

j- y — 3 - 

: o 

y 3z + 3y — 9 = 0; 

b) 

x = 4 

y x+ y = 0; 

0 

ti = 

Ü 

y « — 7 = 0; 

d )2* 

+ y + 1 = 

i u 

y 2x + y + 5 = ti. 

2.7Í. 

Calcúlese 

el ángulo cntn» Jas rectas: 

al y- 

-2r-t-5 

y 

y-3x+á; 

b) y = 

V 3* + 7 

y 

y - V3x-2-, 

c) y=- 

2 , t 
’T I+ ¥ 

y 


d) y-- 

-3x+7 


y y=*+4; 

, 2 
«)*“ T 

*+4 


y y“Y x+ T- 


2.72. Señálense los (Mires de rectas paralelos o perpendiculares 
entre los siguientes pares de rectas: 

a) p=—1*+7 y V-~§-*+5; 

y »—|*+ 8: 

= y b=y i + 2 - 

2.73. ¿Para qué valor de a las rectas y = ax -+- 3 e y — —3x + 2 
son paralelas? 

2.74. ¿Para qué valor de o las rectas y — ai — 1 c y = 5z + 3 
son perpendiculares? 

2.75. Se da la recta 3* — 4y + 5 = 0. Delerinincse el coelicienlo 
angular do la recta: 

a) paralela a la recta dada; 

b) perpendicular a la recta dada. 

2.76. Se da la recta 2x — 3y + 5 = 0. Escríbase la ecuación 
de la recta que pasa por el punto Ai (4; —5) y es: 

a) paralela a la recta dada; 

b) perpendicular a la recta dada. 
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2.77. A través del punto de intersección de las recias x — y + 4= 
= 0 y 4c + 2y — 19 = 0 está trazada la recta paralela a la recta 
‘¿x — 3;/ + 6 = 0. Hállese su ecuación. 

2.78. A través del punto de intersección de las rectas 4.r + 2y — 
— 1!) = 0 y 5.r + 6y + 0 = 0 está trazada una recta perpendicular 
a la recta c + y + 1 = 0. Hállese su ecuación. 

2.79. Se du la recta -|- + y — 1. Se requiere escribir la ecuación 

de la recta que pasa por el punto de intersección do esta recta con el 
eje de las abscisas y es perpendicular a la bisectriz del primer ángulo 
do coordenadas. 

2.80. Determínense cuáles do las siguientes ecuaciones de las 
rectas son normalizadas: 

»' = b) y-r—~-y + 5 = 0; 

4 3 

c) y!—J í“7 = u; d) y —3 = 0; 

e) x —15 = 0. 

2.81. Redúzcase en cada uno de los casos siguientes la ecuación 
general de uno recta a la forma normalizada y hállese lu distancia 
del origen de com-dcuadas a la recta dada: 

S 4 

a) 3z — 4y — 25 = u: b> ye—y y + 20 *- ll; 

c) x 5=0; d) 5z—12»+20—(i; 

°> 4 ' + # * + 13 =°- 

2.82. Se do la recta y + -^ = 1. Determínese la distancia 

basta esta recta desde el origen de coordenadas. 

2.83. Escríbanse las ecuaciones de las rectas que son perpendicu¬ 
lares a la recta 2 c + y = 0, si la distancia del origen de coordenadas 
a estos rectas es igual a 3. 

2.84. Hállese la distancia desde un punto dado hasta una recia 
dada: 

*>».(!■; 9) 5 4c+3»-8=ti; 

b> M„ ( —|; -9) , 4c+3» — 17 = il. 

2.85. Calcúlense las distancias entre las rectos paralelas: 

al 4r — 3y + 25 = O, 81 — 0» + 25 = 0; 

b) 5c — 12y -f 2fi = 0. 5c — 12» — 13=0; 

c) 3.r — 4» — 20 = 0, 6c — Sy + 25 = 0. 

2.86. Se dan los vértices del triángulo: A (2; 1), ¡i (—2; 3) 

y C (—10; —13). Calcúlese la longitud de la perpendicular bajada del 
vértice B a la mediana trazada del vértice C. 
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2.87. A través del punto de intersección de las rectas 3x + 2;/ — 
— 13 = U, /' + Sij — 9 — 0 está trazada una recta paralelamente a la 

recta -i--i- — 1. Escríbase su ecuación. Hállese la distancia de eslu 
4 5 


recta a la recta + -g- 


2.88. Escríbanse las ecuaciones de las rectas que son paralelas 
a la recta Ax -+- 3ji + 1 = 0 y distan de ella en 3 unidudes. 

2.89. Escríbase la ecuación de la recta que es paralela a las rec¬ 
tas 3x -|- 2¡j = 5 y6r + 4ji + 4 = 0y cuya distancia hasta estas 
recias sea igual 

2.90. Fórmese la ecuación de la recta que pasa por el punto (1; 2) 
de manera, que la distancia hasta ésta desde los puntos (2; 3) y (4; —5) 
sea igual. 



Capítulo III 

CURVAS DE SEGUNDO ORDEN 


§ 37. Circunferencia 

Se denomina circunferencia el conjunto de puntos del 
plano, equidistantes de un punto dado, llamado centro. 

Si ol punto C es el centro de la circunferencia, li es su 
radio y M es un punto arbitrario de la circunferencia, enton¬ 
ces según la definición de la circunferencia se tiene 

I CM | = R. (1) 

La igualdad (1) es la ecuación de la circunferencia del 
radio R con el centro en el punto C. 

Sea que en el plano está dado un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas (fig. 104) y el punto C (a; b), 

que es el centro de la cir¬ 
cunferencia del radio R. 
Sea que M ( x ; y) es un 
punto arbitrario de esta 
circunferenci a. Puesto que 
I CM | = Y(x— a)*-f {y — 
— b)", la ecuación (1) pue¬ 
de escribirse así: 

+ (y-b)2 ^R 

O 

(x - a )* + (y - b)* = R\ 

( 2 ) 

La ecuación (2) se deno* 
^ mina ecuación general de la 

circunferencia' o ecuación de la circunferencia del radio 
R con el centro en el punto (a; b). Por ejemplo, la 
ecuación 



(x — 1)* + (y + 3)* = 25 
124 



os la ecuación de la circunforoncia del radio R = 5 con el 
centro en el punto (1; —3). 

Si el centro de una circunferencia coincido con el origen 
de coordenadas, la ecuación (2) toma la forma 

** + ir = R 3 . (3) 

La ecuación (3) se denomina ecuación canónica de la cir- 
cnnjerencia. 

Problema 1. Escríbase la ecuación de la circunferencia 
de radio R = 7 con el centro en ol origen de coordenadas. 

¿ Sustituyendo directamente el valor del radio en la 
ecuación (3) obtendremos x 2 + y 2 = 49. ▲ 

Problema 2. Escríbase la ecuación do la circunferencia 
de radio R = 9 con el centro en ol punto C (3; —6). 

¿ Sustituyendo el valor de las coordenadas del punto C 
y el valor del radio en la fórmula (2), obtendremos (x — 3) 2 -|- 
+ (y - (-6))= = 81 ó (x - 3)* + (* + 6)* = 81. A 

Problema 3. Hállese el centro y el radio do la circunfe¬ 
rencia 

(* + 3) a + (y - 5)* = 100. 

a Comparando la ecuación dada con la ecuación general 
de la circunferencia (2), vemos que a = —3, í> •= 5, R = 10. 
Por consiguiente. C (—3; 5), R = 10. a 

Problema 4. Demuéstrese quo la ocuaeión x 2 + y 2 + 
-|- >íx — 2 y — 4 = 0 os una ecuación de la circunferencia. 
Hállese su centro y radio. 

Transformamos el primer miembro de ln ecuación 

dada: 

x 3 -I- 4x -+■ 4 — 4 + y* — 2y + 1 — 1 — 4=0 
ó 

(* + 2) a + (y - 0* = 9. 

Esta ecuación representa una ecuación de la circunferen¬ 
cia con el centro on el punto (—2; 1); el radio de la circun¬ 
ferencia es igual a 3. A 

Problema 5. Escríbase la ecuación de la circunferencia 
con el contro en el punto C (—1; —1) que es langenlo a la 
recta AR, si A (2; —1); R (—1; 3). 

Escribamos la ecuación de la recta AR: 

—j£f ó 4« + 3y-5-0. 
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Pilos lo que la circunferencia es tangente a la recta riada, 
el radio trazado al punto do tangencia os perpendicular 
a osla recta. Para determinar el radio es necesario hallar 
la distancia dot punto C (—1; —1), que es el centro do la 
circunferencia, a la recta 4x + 3y — 5 = 0: 

| 4- (— 1) -j-3‘ (— i)—s | 12 

Escribamos la ecuación de la circunferencia buscada 
(*+i)*+te+l)*—A 

Sea que en un sistema rectangular de coordenadas se da 
I» circunferencia + y 2 = Examinemos su punto 



arbitrario M (x\ y) (fig. 105). Sea quo el radio vector OM 
del punto M forma con la dirección positiva del eje Ox un 
ángulo igual a £. entonces, la abscisa y lo ordenada riel 
punto M varían en función do £ (0 <1£ < 2.u). Expresando 
x o y modianto £ bailamos 

x = n eos t; y = fí sen £; 0 < £ < 2n. (4) 

Las ecuaciones (4) se denominan ecuaciones paramélricas 
de la circunferencia con el centro en el origen de coordenadas. 
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Problema 0. La circunferencia está dada por las ecuacio¬ 
nes x = y 3 eos t, y = y 3 sen /, 0 < t < 2n. Escríbaso la 
ecuación canónica de esta circunferencia. 

A De la condición se deduce que x' ¿ — 'ó eos 4 l, y' ¡ = 
= 3 son* t. Sumando estas igualdades, obtenemos 

* 2 4- y 4 = 3 (cas 4 t + son 4 l) 
ó 

x l + y* = 3. ▲ 


§ 38. Elipse 

Se denomina elipse el conjunto de puntos de un plano 
para cada uno de los cuales la suma de las distancias a dos 
puntos dados del mismo plano es constante y mayor que lo 
distancia entre estos puntos. 

Los puntos dados se denominan focos de la elipso y la 
distancia entre olios, distancia focal. Al liombro le toca 



tratar con la elipse en las más diversas esferas de su actividad. 
El jardinero traza un partorro limitado por una elipse. 
El pintor traza un contorno elíptico para pintar las paredes 
o el techo de una sala. El matemático calcula la trayectoria 
elíptica del movimiento del satélite de la Tierra. Por fin, 
la propia Tierra, como so sabe, se mueve por la elipse, en uno 
de cuyos focos se encuentra el Sol. Mostremos cómo se puede 
trazar un parterro elíptico partiendo de la definición de la 
elipse. Clavemos en el terreno dos estacas (fig. 106), atemos 
luego los cabos de una cuerda fina formando un anillo 
y pongamos el anillo de cuerda sobre ambas estacas. Mante¬ 
niendo tiranto la cuerda por medio de la tercera estaca, 
tracemos con su ayuda una elipse. Variando la distancia 
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entre las estacas y la longitud de la cuerda, se pueden obte¬ 
ner elipses de diferentes tamaños y formas. 

Designemos los focos do la'elipse por las letras F¡ y F.¿. 
Sea que la distancia focal | F,F S \ -- 2c. Si Al es un punto 
arbitrario do la elipse (fig. 107), según la definición de la 
elipse la suma | F¡M | -j- | Fg .M | os constanto. Al designar¬ 
la por 2a, obtendremos 

I FiM 1+ I F t M | = 2a. (1) 

Es do señalar, que según la definición de la elipse 2a > 
> 2c. es decir, a > c. La igualdad (1) es la ecuación de la 
elipse, 

Si el punto F, coincide con el punto F¡,, la ecuación 
de la elipse toma la forma 

2 | F,AÍ | = 2a, es decir, | F X M | = a. 

Esta ecuación es la ecuación de la circunferencia do radio a 

con el centro en el punto 
F¡ (F¡ = Fj). Así pues, to¬ 
da circunferencia es un ca¬ 
so particular de la elipse. 

Escojamos el sistema de 
coordenadas de manera que 
el eje de las abscisas pase 
por los focóS de una elip¬ 
se; el eje de ordenadas lo) 
trazamos por el punto mO- 
dio del segmento F,F S per- 
pendicularmento a él a En¬ 
loncos, los focos serán los puntos F, (—c; 0) v F,7c: 0) 
(fig.108). 

Sea que M (a:; y) e s un punto cu alquiera de la elipse, 
enton ces | F t M \ ^ ]/ (x + c) ! + if- y | F t M | = 

= V(x — c) 2 -+- y *. 

Sustituyendo los valores hallados | F t M | y | F t M \ 
en la ecuación (1), obtenemos 

V (x+c)*+y* + y (X-C)*+ y * «= 2a. (2) 

La ecuación (2) es la ocuación de la elipse en un sistema 
de coordenadas elegido. Esta ocuación puede reducirse 
a una forma más sencilla. Para ello traslademos primern- 
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mente el segundo sumando del primer miembro al segundo 
miembro de la ecuación: 

V(x-^c)* + y* = 2 a— [■' (x-c) 2 + i/ 2 . (3) 

Luego elevamos ambos miembros de la igualdad obtenida 
al cuadrado: 


(x -| <•)* + p* = 4a 2 — 4a V(x — c) 8 + ¡/ 2 + (x — c) 3 g 2 . 

Después de las simplificaciones obtendremos 

K(x —c) 2 -f i/» = -i- x . (4) 

Llevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
(4) tendremos 

(x —c)»+0 2 = ( a —-L*) 2 
ó 

x 2 — 2cx + c* -i- p 2 = a* — 2cx + x», 

de donde 


—p— x* + y 2 = a* — c*. (5) 

Scgi'in la definición de la elipse a > c, por lo tanto 
a — c 3 es un número positivo. Designémoslo por ó 2 , es 
decir, consideremos que b 2 = a 2 — c *. Entonces, la ecua¬ 
ción (5) tomaré la Corma 

+ = 

c 

Dividiendo ambos miembros de la última igualdad 
por l> 2 , obtendremos la ecuación D 



ir* , »* . > 

o* — (6) 

que scjenomina ecuación canónica de la elipse. Si a ~ b, 
os decir, en ol caso de c = 0, la ecuación (fi) toma la forma 


os decir, es la ecuación canónica de la circunferencia. 

Observación. La ecuación obtenida (6) es un corolario 
de la ecuación (2). Por lo tanto, las coordenadas x y y de 


9—1330 
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ca<la punto de la elipse, definida por la ecuación (2), satisfa¬ 
cen también la ecuación (6). Al deducir la ecuación (6) 
hemos elevado dos voces al cuadrado ambos miembros de la 
ecuación. Tal operación podría llevarnos a que la ecuación (6) 
sea satisfecha no sólo por las coordenadas x y y de los puntos 
do la elipse, sino también por las coordenadas de ciertos 
puntos que no portonecon a la elipse (como es sabido, al 
elevar al cuadrado pueden aparecer soluciones extrañas). 
Mostremos que en el caso dado no sucedió así. Puesto quo 

-p-> (), de la ecuación (6) se deduce que 1. os decir, 

| x | ^ a. Análogamente llegamos a la conclusión de que 
| y | ^ b. Asi pues, Lodos Jos puntos M (x\ y) cuyas coorde¬ 
nadas satisfacen la ecuación (tí) se encuentran en el rectángu¬ 
lo | x | a, | y | ^ b. Poro en ol rectángulo | x | ^ a, 
| y | <. b no hay puntos, cuyas coordenados satisfacen la 
ecuación (6) y no satisfacen la ecuación de la elipse (2), 
ya quo, al elevar al cuadrado, en ol conjunto de los puntos 
do osto rectángulo no so altera la equivalencia, debido al 
carácter no negativo de los ambos miembros de las ecuacio¬ 
nes (3) y (4). Los primeros miembros do las ecuaciones (3) 
y (4) son en todo lugar no negativos. Mostremos, que siempre 
que | i | ^ u y |y|^ólos segundos miembros de estas 
ecuaciones también son no negativos. En efecto, 

V — c) 2 +í/ a ^V‘( — a— c) a 4 ó 2 = 

= Va* + 2ac + c* 4- ¿> 2 = V 2^T 2 ac SC 
2a* = 2a, 

a — —x^a — —a—a — e>0. 

De esto modo, las ecuaciones (2) y (6) son equivalentes. 

Problema 1. Escribir la ecuación canónica do la elipse 
que pasa por el punto M (5: 0), si su distancia focal es igual 
a 6. 

A Puesto quo | F X F 2 | = 6, c = 3. Escribamos la ecua¬ 
ción canónica de la elipse: 



Según la condición el punto M (5; 0) pertenece a la elip¬ 
se, por consiguiente, -^-=1, de donde a 2 = 25. De la 
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igualdad a" — c 1 = b 2 obtenemos b 1 = 25 — 9 = 16. De 
este modo, la ecuación buscada de la elipse es la siguiente 


Problema 2. Demuéstrese que la ecuación 36x 3 + lÜOf/ 3 — 
— 3600 = 0 es una ocuación de la elipse. Hállense las coor¬ 
denadas de los focos y la distancia focal. 

Al dividir por 3600 ambos miembros de la ecuación, 
obtendremos 



Esta ecuación es la ecuación de la elipse. 

De la igualdad a 3 — c- = ó 3 se deduce que c 2 = a 2 — ó 2 . 
Puesto que a 2 = 100 y b 2 = 36, c 2 = 64, de donde c = 8. 
Los focos de la elipse se encontrarán en los puntos F¡ (—8; 0) 
y (8; 0). La distancia focal | F x F t | = 16. ▲ 


§ 39. Investigación de la elipse por 
medio de su ecuación canónica 


Examinemos una elipse definida en un cierto sistema 
cartesiano rectangular de coordenadas por medio de su 
ecuación canónica 



Señalemos las siguientes propiedades de lo elipse. 

1) La elipse (1) interseca cada uno de los e]es de coordenadas 
en dos puntos. 

Para determinar las coordenadas de ios puntos de inter¬ 
sección de la elipse (1) con el eje Ox, es necesario resolvor 
conjuntamente sus ecuaciones: 



y = 0. 


El punto de intersección de la elipse con el eje Ox debe 
tener la ordenada y = 0 y pertonecer, al mismo tiempo, 
a la elipse. Sustituyendo y — 0 en la ecuación de la elipse, 
obtendremos x = 

Así pues, los puntos de intersección de la elipse (1) 
con el eje Ox serán los puntos A (a; 0) y C (—a; 0). Análo¬ 
gamente, hallamos los puntos de intersección de la elipse 


9 * 
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con el eje Oy: B (0; b) y D (0; — b) (fig. 109). Los puntos 
A, tí, C y D se denominan vértices de la elipse. 

J£1 segmento AC se denomina eje mayor de la elipse, el 
segmento BD , eje menor. Los focos /<’, y F« de lo elipse 
se encuentran en el eje mayor. Es ovidente, que la longitud 



Y 

■BiO.b) 

c(-a; 0 ) t 

h 

Aia,0) 

F,(-c.O) 

O 

i r/cfi) * 


* 

D(o;-o) 


fig. 10» 


del eje mayor,os igual o 2 a y del ejo menor, 2b. Los números 
a y b so denominan semiejes de la elipse. 

2) La elipse tiene dos ejes de simetría perpendiculares 

entre si. . 

Las variables x y y entran en la ecuación (1) solo con la 
potencia al cuadrado. Por consiguiente, si las coordenadas 
del punto N ( x\ y) satisfacen la ecuación (1), las coordonadas 
de los puntos N\ (—x; y) y N 2 (x; —y) también satisfarán 
esta ecuación. Es fácil ver que el punto fV, es simétrico al 
punto N respecto al eje de ordenadas y el punto es 
simétrico al punto N respecto al eje de abscisas. 

Así pues, la elipse tiene dos ejes de simetría que son 
perpendiculares entre sí. Los ejes mayor .y menor de la 
elipse están situados on sus ejes de simetría. Es do señalar, 
que en el caso particular, cuando a = b. es decir, cuando 
la elipse es una circunferencia, el eje de simetría será una 
recta cualquiera quo pase por el centro de la circunferencia. 

3) La elipse tiene un centro de simetría. 

Si las coordenadas del punto N ( x ; y) satisfacen la ecua¬ 
ción (l), las coordenadas del punto K (— x\ — y) también 
satisfacen la misma ecuación. Es evidente, quo el punto K 
es simétrico al punto N respecto al origen do coordenadas. 
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Así pues, la elipse tiene un centro de simetría. El centro 
do simetría de la elipse se denomina centro de la elipse. 

4) La elipse puede ser obtenida por medio de la compresión 
uniforme de una circunferencia. 

Examinemos la circunferencia de radio R = a con el 
centro en el origen de coordenadas (fig. 110). Sea que 
P (X; Y) es un punto ar¬ 


bitrario de esta 
roncia. Entonces 


circunfc- 





Comparemos ol punto 
P (AT; Y) situado en la 
circunferencia con el pun¬ 
to P i (x; y) tal que 

x=X y y = Ly.® 

El punto P , se obtiene por 
medio de un desplazamien¬ 
to del punto P. con el cual 
la abscisa no varía y la 

ordenada disminuye en la razón — . Las coordenadas del 

a 

punto P, satisfacen la ecuación de la elipse. ISn efoclo, 

(4-r 


*• I V 
a* ' b 2 


-V a 

a* 


+ - 


fe* 


.Y* 

<i a 


y* 


= 1 . 


Por consiguiente, el punto P , está situado en la elipse. 

Do este modo, la elipse (1) puede ser obtenido a partir 
de la circunferencia (2) por medio de la compresión uniformo 
hacia el ojo OX, con la cual las ordonadas de los puntos dis¬ 
minuyen en la misma razón, igual a — . 

De aquí resulta, que la forma de la elipso depende del 
valor de la razón — ; cuanto menor sea esta razón, tanto más 
comprimida estará la elipso, y, vicevorsa, cuanto ^mryci^eo 
esta razón, tonto menos comprimida y más redondeada 
estará la elipse. Siempre que los valores de la razón — 

, . a 

sean próximos a la unidad, la elipse se diferenciará poco 
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do la circunferencia. Cuando la razón — toma un valor 

a 

máximo, es decir, cuando = 1, la elipse se transforma 
en circunferencia. 

Como característica de la forma de la elipse es más 
cómodo utilizar no la razón — , sino la razón — . La relación 

a a 

entre la distancia semifocal c y el semieje mayor a se deno¬ 
mina excentricidad do la elipse. Lo excentricidad se designa 
con la letra e. 

De esta forma, 



Puesto que 0 c < a. la excentricidad de la elipse satisface 
los desigualdades 

0 < e < 1. 


Expresemos la excentricidad de la elipse por medio de 

lo razón — de los semiejes de la olipse: 
a 


6 


a a 


do donde 

- < 3 > 


De la fórmula obtenida se deduce, que a los valores 
menores de la razón ~ les corresponden los valores mayores 

de la excentricidad. Por lo tanto, cuanto mayor es la excen¬ 
tricidad, lanto'más comprimida está la elipse. Para valores 
pequeños de excentricidad la elipse so diferencia poco de la 
circunferencia. Si e = 0, la elipse se transforma eu una 
circunferencia. De este modo, la excentricidad de la circun¬ 
ferencia es igual a cero. 

Problema 1. Construir las elipses 


Zl-i. J¿ 

25 r 10 


= 1 


y 



Calcular la excentricidad para cada elipse. 
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A Por las ecuaciones dadas hallamos los semiejes do las 
elipses: O] = 5, b, = 4 y a 2 = 5, = 3. Señalamos en 

el dibujo (fig. 111) los vértices de la primera elipse: los 
puntos A t (5; 0), /?, (0; 4), C , (—5; 0), D, (0; —4). Dos 
vórtices de la segunda elipse se encuentran en los puntos A t 
y C t , los otros dos, en los puntos B» (0; 3) y D-, (0; —3). 

Construyamos la circun¬ 
ferencia x 1 + y* = 25. Los 
puntos de la primera elip¬ 
se los obtendremos despla¬ 
zando hacia el ejo OX los 
punios do esta circunferen¬ 
cia, con lo cual las orde¬ 
nadas disminuyen en la 

razón — = 4 - • Los pun- 

0| O 

los de la segunda elipse los 
obtendremos desplazando 
los puntos de la circunfe¬ 
rencia, con lo cual las 
ordenadas disminuyen en 

la razón — = -í . Soñale- 
a t 5 

caos, que es suficiente ob¬ 
tener los puntos de la elipse en uno de los cuadrantes del 
plano do coordenadas y, luego, utilizar la simetría de la 
elipse respecto a los ejes de coordenadas. En la figura 
111 la primera elipse está expresada por medio de la curva 
A,BjC,D„ la segunda, por medio de la curva d 1 # 2 C I D S . 

Hallamos las excentricidades de las elipses por la fór¬ 
mula (3): 

«.-■/ ‘-(-Ür)’-i/ '-A —t- 

La excentricidad de la segunda elipse os mayor que la de la 
primera; esto quiere decir que la segunda elipse está más 
comprimida a su eje mayor. 

Observación. La elipse —■ + = 1 puede ser construi¬ 

da, aplicando los mismos métodos que se estudian en el 
álgebra y los inicios del análisis. Para esto, es necesario 
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rosolver la ecuación de la elipse respecto a la variable y 
y construir los gráficos de las funciones y = -¿V « a — ** 
y y = — — Va* — x 2 . Naturalmente, es suficiente construir 

un gráfico de una de estas funciones y, luego, utilizar la 
simetría de la elipse rospocto al eje Ox. 

5) La elipse (1) puede ser definida por las ecuaciones 
paramétricas 

x = a eos t, y =* b sen f, 0 ^ t < 2n. (4) 

En el punto anterior fue demostrado que si el punto 
P (X; Y) está situado en la circunferencia de radio R — a 
con el centro en el origen de coordenadas, entonces el punto 

P\ (x; y), donde x =■ X, y = — Y, ostá situado en la olipse 

(1) (véase la fig. 110). Las coordenadas de los puntos de la 
circunferencia de radio R — a con ol centro en el origen de 
coordenadas se oxpresan por medio de la magnitud t del 
ángulo entre el radio vector del punto P y el eje Ox de la 
manera siguiente: 

A' = a eos t, Y = a sen í. 0 < t < 2ji. 


Por consiguiente, las coordenadas x y y de los puntos de la 
elipse se expresan por medio dol misino parámetro t por 
las ecuaciones (4). Realmente, 
x= X = a cosí, 

y = — Y- — a sen f = 6son í, OíC i< 2n. 

a a 


Si a = b obtenemos las ecuaciones paramétricas de la cir¬ 
cunferencia. 

Problema 2. Se da la elipse 9^* -4- 16y a = 144. Escrí¬ 
banse sus ecuaciones paramétricas. 

* Reduzcamos la ecuación de la elipse a la forma canó¬ 
nica:’ 



de donde a 2 = 16, b 2 = 9, y, por consiguiente, a = 4, 
b — 3. Según las fórmulas (4) obtenemos las ecuaciones 
paramétricas 


x *= 4 eos t, y = 3 sen t. A 
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Problema 3. Se dan las ecuaciones para métricas de 
el i pse 


x = 5 eos t. y = 3 sen t. 


la 


Escríbase su ecuación canónica. 

En el caso dado oblenomos a — 5. 6 = 3. Por consi¬ 
guiente, la ecuación canónica de la elipse será la ecuación 


—+ —= 1 ▲ 
25 ' 9 A 


§ 40. Hipérbola 

Se denomina hipérbola e) conjunto de los puntos de un 
plano para cada uno de los cualos el módulo de Ja diferencia 
do las distancias a dos puntos 
fijos del plano es una cantidad 
constante y menor que la dis¬ 
tancia entro estos puntos. 

Los puntos fijos se deno¬ 
minan focos de la hipérbola y 
la distancia entre ellos, dis¬ 
tancia focal. 

Designemos los focos de 
la hipérbola con las letras F x 
y /'V Sea que la distancia fo¬ 
cal | F,F 2 | - 2c. 

Si M es un punto arbitrario do Ja hipérbola (fig. 112), 
entonces según la definición de la hipérbola el módulo de la 
diferencia || F,M | — I P t M || es constante. Designándolo 
con 2a, obtendremos 





I'ír. 112 


F t M | — | F t M || = 2a 


0 ) 


Señalemos, que según la definición de la hipérbola 2a < 2c, 
es decir, a < c. 

La igualdad (1) es la ecuación de la hipérbola. 

Escojamos un sistema do coordenadas de manera, que el 
eje de las abscisas pase por los focos de la hipérbola; el 
eje de ordenadas lo trazamos por el punto medio del segmen¬ 
to FiF^ perpendiculannenlc a ésto (fig. 113). Entonces se¬ 
rán focos de la hipérbola los puntos F, (—c; 0) y F.¡ (c; 0). 
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Sea que M (x; y) es un punto cualq uiera de la hipérbola, 
enton ces | F¡M \ —V(x + c) 2 + y 2 y | F 2 M \ = 

= V (x — c) 2 + y-. 

Sustituyendo los valores | F¡M | y j F t M | en la ecua¬ 
ción (1) obtenernos 

|l/(2+c)*4-y-— V(x-c)* + y*\ = 1a. (2) 

La ecuación obtenida reprosonta la ecuación .de la hipér¬ 
bola en el sistema de coordenadas escogido. Esta ecuación 
puede sor reducida a una forma más sencilla. 



Sea x ^ 0, entonces la ocuación (2) puede escribirso sin o) 
signo del módulo de la manera siguiente: 

V(x + cy + y*-Vfx-c)*+ y 2 - 2a &) 

6 

1 r (x-\ -c) 2 +y* 2a + V(x — c) 2 + y 2 . (3) 

Elevemos al cuadrado ambos miembros de la igualdad obte¬ 
nida: 

(x 4-c) 2 -1- y 2 = 4a 2 -(-4a ]/ r (x — c)*+ y 2 + (x — c)*+ y 2 . 

Dospués de realizar las simplificaciones y transformaciones 
correspondientes: 

/(r —r) 8 Ty ! = ji-a. (4) 

(x — c) 2 -)-y 3 = (-^-z-a) 2 , 
z 2 - 2cx-t-r 2 +y 2 =-^-x 2 _2cx + a 2 . 
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obtenemos la ecuación 
e»-a» 


x* — y- = c 3 — a 2 . 


( 5 ) 


Según la definición de la hipérbola a <c, por lo tanto 

¿¿ _o 2 es un número positivo- Designémoslo con b' ¿ , es 

decir, pongamos ó 2 — c 2 — a 2 j Entonces la ecuación (5) 
tomará la forma C, 1 b 

bi , ... —* 

___ x s_ y *=6*. a 

Dividiendo por 6 a término a término, obtendremos la ecua¬ 
ción 

( 6 ) 


Zl=l. 

fe» 1 


Si a; < 0, la ecuación (2) se reescribe sin ol signo del 
módulo del modo siguiente: 


V (x—c) a y*— Y (X-r c) z fy*-= 2a, 


(**) 


y exactamente lo mismo quo en el caso x ^ 0, so transforma 
a la forma (6). 

La ecuación (6) se denomina ecuación canónica de la hi¬ 
pérbola. 

Obsorvación. La elevación al cuadrado Jdc ambos miem¬ 
bros de la ocuación (3) y (4) no alteró la equivalencia de las 
ecuaciones. Es evidente, que para todos los valores x y y 
ambos miembros do la ecuación (3) son no negativos. El 
primer miembro de la ecuación (4) también es siempre no 
negativo. Si x ^ a, el sogundo miembro de la ecuación (4) 
es positivo, ya que 

— a:—a>—a —a = c —a>0. 
a a 

Así pues, los puntos extraños podrían aparecer solamente 
a condición de que 0 ^ x < a, poro^de la ecuación (6) so 

deduce que i, es decir, 1 x | > a. 

Problema 1. Escríbase la ocuación canónica de la hipér¬ 
bola que pasa por el punto M (—5;-^-), si la distancia focal 
de la hipérbola es igual a 10. 
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A Puesto que | l'\P\ | = 10, c = 5. Escribamos ia ecua¬ 
ción canónica de la hipérbola 



Según la condición el punto M (—5; ~) pertenece a la hi¬ 
pérbola, por consiguiente, 

25 81_ 

a 1 — ’■ 

La segunda ecuación para determinar a 2 y ó 5 ofrece la rela¬ 
ción 

ó 2 = c s — a 2 = 25 - a 2 . 

Resolviendo el sistemo 

j a» 186* ' 

I 02-25-a*. 

hallaremos a 2 — i (i. 6 2 - 9. La ecuación buscada seré la 
ecuación = 1. A 

Problema 2. Demuéstrese, que la ecuación 20u s — 29y 2 = 
=- 580 es una ecuación de la hipérbola. ITállorise las coorde¬ 
nadas de los focos. 

A Dividiendo por 580 ambos miembros de la ecuación, 
obtendremos 

HT 20 

Esta es una ecuación de lo hipérbola pora la cual a 1 = 29, 
6 a = 20. De la relación c 2 = a 2 -f- b s hallamos c 2 = 29 + 
4- 20 = 49, c = 7. Por consiguiente. Jos focos de lo hipér¬ 
bola están situados en los puntos F x (—7; 0) y P\ (7; 0).A 

§ 41. Investigación de la hipérbola por medio 
de su ecuación canónica 

Examinemos una hipérbola definida en un cierto sistema 
cartesiano rectangular de coordenadas por medio do su ecua¬ 
ción canónica 



Señalemos las siguientes propiedades de la hipérbola; 
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1) La hipérbola (1) no tiene puntos comunes con el eje Óy, 
y corta el eje Ox en dos puntos. 

Para determinar las coordenadas do los punios de inter¬ 
sección de la hipérbola (1) con el eje Oy es necesario resolver 
conjuntamente sus ecuaciones 



Sustituyendo x = 0 en la ecuación de la hipérbola, obtendre¬ 
mos y 2 = —ó 2 , lo que quiere decir que el sistema no tiene 
soluciones. Por consiguiente, la hipérbola no corta el eje de 
ordenadas. 

Para determinar los coordenadas de los puntos de inter¬ 
sección do la hipérbola (1) con el eje Ox es necesario resolver 
conjuntamente sus ecuaciones 



El punto do intersección do la hipérbola con ol eje Ox dobe 
tenor la ordenada y — 0 y pertenecer, al mismo tiempo, a la 
hipérbola. Sustituyendo y = 0 en la ecuación de la hipér¬ 
bola, obtendremos 

x = ±a. 

Así pues, los puntos de intersección de la hipérbola (1) 
con el eje Ox serán los puntos A (a; 0) y B (—a; 0); éstos se 
denominan vértices de la hipérbola. 

El segmento AB so donomina eje real do la hipérbola. La 
longitud del segmento AB es, evidentemente, igual a 2a. 
El número a se denomina semieje real de la hipérbola, el 
número b, semieje imaginario. 

2) La hipérbola tiene dos ejes de simetría perpendiculares 
entre sí. 

En la ecuación (1) las variables x y y figuran solamente 
a la segunda potencia. Por consiguiente, Si las coordenadas 
del punto N (x; y) satisfacen la ecuación (1), las coordenadas 
de los puntos A r 1 (— x; y) y A’ l (x; — y) también satisfarán 
la^misma ecuación. 

Es fácil ver, que el punto A r , es simétrico al punto N 
respecto al eje de ordenadas, y el punto N t os simétrico al 
punto N respecto al eje de abscisas. 

’*• De este modo, la hipérbola tiene dos ejes de simetría que 
son perpendiculares entre sí. 



§) La hipérbola tiene un centro de simetría. 

Si las coordenadas del punto N (x\ y) satisfacen la ecua¬ 
ción (1), la misma ecuación también la satisfacen las coorde¬ 
nadas del punto K (— x; —y). Es evidente, que el puuto K 
es simétrico al punto N respecto al origen de coordenadas. 
Así pues, la hipérbola tiene un centro do simetría. El centro 
de simetría de la hipérbola se denomina centro de la hipér¬ 
bola. 

4) La hipérbola (1) se interseca con la recta y = kx en dos 
puntos si | k |< •j-. Si | k \ ~^ la hipérbola y la recta no 
llenen puntos comunes. 

Para determinar las coordonadas de los puntos de inter¬ 
sección de la hipérbola (1) y la recta y = kx, es necesario 
resolver el sistema de ecuaciones 


í 



y — kx. 


( 2 ) 


Sustituyendo y, obtenemos 

r» k*z s , 

H* 

do donde 

(6 a — k*a‘) x* = a*6 a . 

Si 6 a — A a a*^ 0, o sea, si | k | > -j, la ecuación oblo- 

nida y, por lo tanto, el sistema (2) no tiene soluciones. Por 
consiguiente, las rectas que pasan por el origen de coordena¬ 
das con un coeficiente angular, cuyo módulo es mayor o 
igual o-^-, no intersecan la hipérbola (1). Las rectas con las 

ecuaciones y = —x y y = —se denominan asíntotas de 
la hipérbola (1). ~) 

Si i» 2 — k-a 2 > 0, es decir, si | k | < -jj-, el sistema (2) 
tiene dos soluciones: 


ah , kab /o\ 

X ~ =fc ¿’T* ’ y ~ ± - y h 2_ k * a * ' 

Por consiguiente, cada recta que atraviesa ol origen de coor¬ 
denadas con un coeficiente angular, cuyo módulo es menos 
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de —, interseca la hipérbola (1) on dos puntos (fig. 114). Si 
<1 

k =£0, de la fórmula (3) obtenemos x = ±a, y = 0, es 
decir, la recta y = 0 corta la hipérbola on sus vértices. 



Puesto que la hipérbola es simétrica respocto a los ejes 
de coordenadas, es suficiente estudiar su forma en el primer 
cuadrante del plano de coordenadas. De las fórmulas 

resulta, que al crecer A: de cero hasta (en este caso, la recta 
y = kx gira en sentido antihorario), tanto las abscisas como 
las ordenadas de los puntos de intersección de la recta con 
la hipérbola crecen. La recta y — kx corta la hipérbola en 
los puntos cada vez más alejados del origen de coordenadas. 
Así pues, la hipérbola (1) tiene la forma ilustrada en la 
figura 114. Consta de dos partes no ligadas entre sí que se 
denominan sus ramas.''. 

Observación 1. La hipérbola -p--p- = 1 puede ser 

construida también, utilizando ios métodos que so estudian 
en el álgebra y en los inicios del análisis. Con este propósito. 
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hace falta resolver la ecuación de la hipérbola respecto a la 
varia lile y y construir los gráficos cíe las funciones 


ij -jj-!■■•**—a*, y y —— a*. 

Es suficiente construir el gráfico de una de estas funcio¬ 
nes y .luego utilizar la sime¬ 
tría de la hipérbola respecto 
al eje Ox. 

Observación 2*. Se puede 
precisar la posición de los 
puntos de la hipérbola (1) 
respecto a sus asíntotas y — 
. h 


Hallemos la distancia de 
un.punto do la hipérbola, si- 
Fig. 115 tuado en el primer cuadrante 

del plano de coordenadas, a la 

recta y = ^x. Escribamos su ecuación en la forma bx — 

— ay — 0. El problema de determinación de lo distancia de 
un punto a*una recta so estudió en el 3(i. 

Sea que M (o" 0 ; y„) es un punto de la hipérbola (x„ > U, 
i/o > 0)- Es evidente, que el factor normalizante do la recta 
bx — ay = 0 es igual a 

t __l_ 

|/ 0 2 4_61 e ’ 

y la ecuación normalizada tiene la forma 
*iZL£L = 0 . 

Por consiguiente, para la distancia buscada MP (fig. 115) 
obtenemos la expresión 

i uní I bx n —atj„ | _ | — a»,,; | 

f c(bx,, + ay „) • 

Como M (r n ; y n ) es un punto de la hipérbola (1), b*x* — 

— u-yi = aVP. Por lo tanto 

a*b* 

c (fcr 0 + <i»,> ' 
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De la fórmula obtenida se deduce, que si 6l punto M (ar 0 ; y B ) 
sejmueve por la hipérbola, de manera que su abscisa x B 
crece ilimitadamente, entonces su distancia basta la recta 
y = —x decrece ilimitadamente. Debido a la simetría, se 

puede hacer una deducción análoga también para los otros 
cuadrantes del plano. 

Tal como ya vimos (fig. 114), la rama dorecha de la hi¬ 
pérbola está situada por encimo de la asíntota y = —~x y 

por debajo de la asíntota y = x. Por lo tanto, la razón 

de los semiejes de la hipérbola determina su forma. Cuanto 
menor es esta razón, tanto más comprimida está la hipér¬ 
bola hacia el eje Ox. Como en el caso de la elipse, pura carac¬ 
terizar la forma de la hipérbola es más cómodo utilizar no 

la razón—, sino la razón —. 

o a 

La razón de la distancia semifocal c respecto al semieje 
real ase denomina excentricidad de la hipérbola. La excentri¬ 
cidad se designa con la letra e. De este modo, 


Puesto que para la hipérbola c > a, entonces la excentrici¬ 
dad de la hipérbola satisface la desigualdad e > 1. 

Expresemos la excentricidad de la hipé rbola por medio 

de la razón de sus semiejes: e = -L = es d ec ' r » 

La fórmula (4) muestra, que a menores valores de la ra¬ 
zón— les corresponden menores valores de la excentricidad. 
Por consiguiente, cuanto menor es la excentricidad de la 
hipérbola, tanto más fuerte está comprimida ella al eje de 
las abscisas. 

Observación. La hipérbola se denomina equilátera (isós¬ 
celes), si_las longitudes de sus semiejes son iguales entre sí. 
Puesto que para la hipérbola equilátera a = b, 'su ecuación 
tiene la forma 
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10 — 133 » 


(5) 



Son asíntotas-de la hipérbola equilátera las rectas g = x 
y y = —x. Así pues, las asín tolas de Ja hipérbola equilátera 
son perpendiculares entre sí. 

Calcúlenlos la excentricidad de la hipérbola equilátera. 
Según la fórmula (4) hallamos 


La hipérbola equilátera se estudia en la escuela. Su 
ecuación no tiene la forma (5), ya que la hipérbola so anali¬ 
za en otro sistoma de coordenadas. Sobre esto se tratará en 
el § 43. 

Problema 1. Hállense las asíntotas de las hipérbolas 


2ñ 16 1 



Construyanse las hipérbolas. Hállese la excentricidad para 
cada hipérbola. 

A Para la primera hipérbola se tiene Oj = 5, b, = 4. 
Las ecuaciones de las asíntotas son y = -¡rx y y = —g-x. Para 
la segunda hipérbola a, = 5, ó, = 2. Las ecuaciones de las 
asíntotas son y = -|-x y y = —|x. Antes do tratar la hipér- 

bola, se deben construir sus asíntotas y marcar los vértices 
do la hipérbola. En la figura 116 están reproducidas ambas 
hipérbolas. 

Hallemos las excentricidades de las hipérbolas según la 
fórmula (4): 

La excentricidad do la segunda hipérbola es menor, por 
consiguiente se aproxima más al eje Ox que la primera. A 
Problema 2. Se dan los focos de la hipérbola F x (— 10; 0) 
y (10; 0) y su asíntota 4x + 3y = 0. Escribir la ecuación 
de la hipérbola. 
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A Escribiendo la ecuación de la asíntota en Ja forma 
y = — bailamos la razón de lossomiejcs de la hipérbola 

~ = * a c °ndición del problema se deduce que c = 10 



Por lo tanto, a‘ + b 2 = 100. El problema so redujo a la 
resolución del sistema de ecuaciones 

(±_± 

< a ~ 3 » 

la* + ó* = 100. 


Sustituyendo b = A a CI1 j a segunda ocuación del sistemo, 
obtenemos 


a* + 


1G a» 


= 100 , 


do aquí que a* = 36. Ahora bailemos b 2 = (-Í a)* = ijí.36 = 

= 64. Por consiguiente, la hipérbola tiene la ecuación 

j 2 n 2 


10 * 
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Problema 3. Escríbase la ecuación de la hipérbola, cuyos 
vórtices se encuentran en los focos de la elipse 



y los focos, en los vértices de la misma elipse. Hágase el 
dibujo. 

Designemos con ai„ ¿>h los semiejes de la hipérbola 
y con C|„ su distancia semifocal. Sea que « 2 c, b 0 son los se¬ 
miejes do la elipse, c c , su distancia semifocal. Para formar 



la ecuación de la hipérbola, es necesario hallar a{¡ y ó?,. 
De la ecuación de la elipse tenemos aj¡ = 25, bi = 16. De 
la relación c| = al — b% hallamos el = 25 — 16 = 9. Según 
la condición del problema a n = c c y ¿i, = Oe, por consi¬ 
guiente, al — el y c¡, = o|. Por lo tanto, aj = 9 y cf, = 25. 
Puesto que para la hipérbola c¡¡ = al -f- bft, entonces b{¡ = 
= cf, — al = 25 — 9 = 16. Por consiguiente la ecuación 
buscada de la hipérbola es como sigue: 



El dibujo se ofrece en la figura 117. A 
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§ 42. Parábola 


Se denomina parábola el conjunto de los punios de un 
plano, para cada uno de los cuales la distancia a un punto 

fijo es igual a la distancia a una 
recta fija, que no pasa por el 
punto fijo. 

El punto fijo se denomina 
foco de la parábola, la recta 
fija, directriz. La distancia del 
foco'á la directriz se denomina 
parámetro focal de la parábola y 
se designa con p. , . 

Escojamos un sistoma de co¬ 
ordenadas de la manera si¬ 
guiente. Tracemos por el foco F el 
eje Ox perpendicularmente a la 
directriz. Designemos con D 
(fig. 118) el punto de intersec- 
’■ 1If * ción del eje de absoisas con la 

directriz, por origen de coorde¬ 
nadas O lomemos el punto medio dol segmento DF y por 
dirección positiva del eje Ox, la dirección del rayo OF. 

En el sistema de coordenadas elegido el foco F tiene las 
coordenadas; (y; 0')> y la directriz tiene la ecuación 

* + Y=0. 

Sea que M (x; y) es un punto cualquiera del conjunto bus¬ 
cado. Bajemos del punto M a la directriz una perpendicular 
y sea que N es la base de esta perpendicular. Entonces, 

I MN | es la distancia del punto M a la directriz y, por 
consiguiente, 

I MF | = | MN |. 

Puesto que 

\MF\ = l/ (x— p j) 2 +y\ 

| MN | = | x + -£-1, 

entonces 

i 7 ( x- f T|*+-£-!• d) 
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La ecuación obtenida es una ecuación de la parábola en 
el sistema de coordenadas elogido. Esta ecuación puede ser 
simplificada. 

Como ambos miembros déla ecuación (1) son no negativos, 
la ecuación 



es equivalente a la ecuación inicial (1)'.. Luego do realizar 
transformaciones ovidontes posteriores 

a : 1 - px + -£ + y- = x* + px 4- •£- 


obtendremos la ocuación 

■ y'- =Jpr- ® 1 

Esta se donominn ecuación canónica de la parábola. 

Señalemos las siguientes propiedades de la parábola: 

1) La parábola tiene un eje de simetría. 

La variable y entra en la ecuación (2) solamente a la se¬ 
gunda potencia. Por lo tanto, si las coordenadas del punto 

/V, (a; y) satisfacen la ocua¬ 
ción do la parábolo, las coor¬ 
denadas del punto N? (:r; — y) 
también la satisfarán. El 
punto N¡ es simétrico al pun¬ 
to N, respecto al eje O. r. Por 
consiguiente, el eje Ox os el 
eje de simetría de la parábo¬ 
la (2). El eje de simetría de la 
parábola so denomina eje de la 
parábola. El punto do inter¬ 
sección de la parábola con el 
ejo so denomina vórtice de la 
parábola. El vértice do la pa¬ 
rábola (2) se oncuentra on el origen de coordenadas. 

2) La parábola (2) está situada en el semiplano x > 0 . 
Realmente, puesto que el parámetro focal p es positivo. 

a la ecuación (2) la pueden satisfacer sólo los puntos con 
abscisas no negativas, es decir, los puntos del semiplano 
x > 0. 

3) La parábola (2) es una agrupación de los gráficos de 
las funciones y — + y r 2px y y = — 2px (fig. 119). 
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Para convencerse do osto es .suficiente resolver la ecua¬ 
ción (2) respecto a la variable y. 

Observación. La forma de la parábola es bien conocida 
del curso de secundaria básica, en el cual la parábola se 
estudia como un gráfico de la función 

y = a x a + Px + y. (3) 

La diferencia entre las ecuaciones (2) y (3) de la parábola 
so debe a que en los distintos sistemas de coordenadas una 
misma curva se define por medio do distintas ecuaciones. En 
el párrafo que sigue esta cuestión so esclarece detallada¬ 
mente. 

Problema 1. Se da la parábola y 2 = 3x. Iíállonse los 
puntos de la parábola, cuya distancia hasta el foco es igual 
a 1. 

A Puesto que 2p = 3, y = y el foco de la parábola se 

encuentra on el punto F 0). 

Sea que M (x; y) es el punto buscado. Entonces, de acuer¬ 
do con la condición 


Por consiguiente, para hallar las coordenadas del punto 
M, hace falta resolver el sistema de ecuaciones 



l y 2 = 3x. 


Resolviendo esto sistema, obtenemos 

(z+t) 2 ^ 1 ’ *+T = 1 ’ *“ 

*-34.4, 


4 ’ 


Así pues, oxisten dos puntos, cuya distancia al foco os 

igual al: (-j -^ )• A 

Problema 2. El rayo de luz y = —2 cao sobre un espejo, 
cuya sección axial es la parábola y 2 = 24x (fig. 120). Hállese 
la ecuación de la recta a la cual pertenece el rayo reflejado. 
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A Si el rayo incidente es paralelo al eje óptico principal 
del espejo parabólico, entonces el rayo reflejado pasa por 

su foco. En el caso dado el 
oje del espejo parabólico 
coincido con el eje Ox. La 
recta y = —2 es paralela 
al eje de abscisas y, por lo 
tanto, el rayo reflejado 
pasará por el foco de la 
parábola ¡/* = 24*. Puesto 
que 2/? = 24, es decir, 

Y = 6, al foco de la pará¬ 
bola es el punto F (fi; 0). 
Fi g _ y¿q Para hallar el punto do 

incidencia del rayo de luz, 
es necesario resolver el sistema de las ecuaciones 

y 1 = 24r, 
y=-2. 

Resolviendo este sistema, hallaremos el punto de inciden¬ 
cia del rayo A (-^J —2). El rayo reflejado pertenece a h» 

recta que pasa por los puntos —2) y (6; 0). Escribamos 
la ecuación de esta recta: 


ij —0 *—-G 



De ella obtenemos 12* — 35y — 72 = 0. a 

La solución de este problema ilustra una propiedad 
óptica importante inherente al espejo parabólico: si uno 
fuente de luz se sitúa en su foco, entonces todos sus rayos 
forman, al reflejarse «le la superficie del espejo, un haz de 
rayos paralelos al eje de la parábola. Esta propiedad se uti¬ 
liza para la fabricación de faros de automóvil, proyectores, 
antenas de radares, etc. 
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§ 43. Ecuación de la elipse, de la hipérbola 
y de la parábola en otros sistemas 
de coordenadas (no canónicos) 

Apliquemos las fórmulas deducidas en el 13 de transfor¬ 
mación de un sistema cartesiano rectangular do coordenadas 
en otro con vistas a estu-"' 
diar las ecuaciones no ca¬ 
nónicas de la hipérbola, 
parábola y elipse. 

1) Examinemos la ecua¬ 
ción 

xy = a, a > 0. (1) 

Del curso escolar se sabe 
que la ecuación (1) se deno¬ 
mina ecuación de la hipér¬ 
bola y tiene el gráfico re¬ 
presentado en la figura 121. 

Veamos cuál será la 
ecuación de esta hipérbola lf 'C- '2' 

en otro sistema de coorde¬ 
nadas, o sea, en el sistema que se ohlionc del inicial giran¬ 
do los vectores básicos en un ángulo do u = 45°. 

En el caso dado las coordenadas viejas x y y so expresan 
por medio de las nuevas x' y y' do la manera sigviiente: 

( x — x' eos 45° — y' sen 45°, 

{ y—x' son 45° -f y ’ coa45°, 

es decir, 

y='-í (**-*-»')• 

Sustituyendo en la ecuación (1) las variables viejas por las 
nuevas, obtenemos 

l¡l {x '-y').±> { x' + y')~a 



ó 


y' 4 = 2a. 
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Hornos obtenido la ecuación canónica de la hipérbola 
equilátera. Por consiguiente, la ecuación (1) define la hi¬ 
pérbola oquilálera. Los ejes viejos de coordenadas son las 
asíntotas de la hipérbola, por lo tanto, la ecuación (1) so 
denomina ecuación de la hipérbola relativa a Jas asíntotas 
(ver fig. 121). Comparando las ecuaciones (1) y (2), vemos 
que el eje real do la hipérbola, definida por la ecuación (1), 
es igual o Y2a. 

El nuevo sistema do coordenadas O, i', j' se denomina 
canónico, ya que en él la ecuación de la hipérbola tiene una 
forma canónica. 

La ecuación xy — a, a < 0 se reduce a la forma canónica 
análogamente. Para obtener los nuevos vectores básicos es 
necesario en este caso girar los viejos vectores básicos en 
un ángulo do a = —45°. 

Problema 1. So da la ecuación canónica de la hipérbola 
equilátera x — y 3 — 18. Escríbaso su ecuación rotativa a 
las asíntotas. 

A Giremos en un ángulo do a = —45°. Entonces, las 
coordenadas viejas se expresan por modio de las nuevas según 
las fórmulas 

■V= -X±(x'-y'). 

Sustituyendo en la ecuación dado los valores x y */, oblo- 
nomos 

-¿■(x' + y')*— J-(*'-!/')*= 18 

o después de las simplificaciones x'y' = 9. a 

2) Exaininomos la ecuación 

y = ax 3 4- 0i + y, a ^ 0. (3) 

Lcsjesjbien conocida(‘esta¡ccuación y su gráfico: una parábo¬ 
la con un eje paralelo al eje de ordenadas. Escribiendo la 
ecuación (3) en la forma 

^aíx + JL) 2 + Y _-PL, 
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(4) 



hallamos las coordenadas del vértice do la parábola 





Vo-y -to¬ 


pásemos a un nuovo sistema de coordenadas, cuyas direc¬ 
ciones de los ejes coinciden con las direcciones de los ejes 
del sistema viejo, y el origen de coordenadas O' se encuentra 
en el vértice de la parábola. El punto O' tiene, por consiguien¬ 
te, las coordenadas ^y — Considerando on las 

fórmulas de traslación 


ñ 


2 a ’ 


b 



obtendremos 



Así so expresan en ol caso dado las coordenadas viejas iy y 
por inodio de las nuevns x' y y'. Sustituyendo on la ecua¬ 
ción (4) las coordenadas viejas por las nuevas, oblonemos la 
ecuación 

y'=ax'*, a^fcO. 

Así pues, si la parábola tiene en cierto sistema de coor¬ 
denadas la ecuación (3), entonces siempre so puedo pasar a 
un sistema do coordenadas nuevo, en el cual la ocuación de 
la parábola tendrá una forma más sencilla: y' = ax' 2 , 
a 0. Aún más, siempre se puede escoger un sistema do 
coordenadas de manera que el coeficiente en la ecuación de 
la parábola sea positivo. En efecto, sea que a < 0, es decir, 
la parábola está situada tal, como está ilustrado en la fi¬ 
gura 122. Entonces, en el sistema O', i", que se obtiene 
dol sistema O', i', girando los ejes en un ángulo do a = 
= 180°, la ecuación de la parábola tendrá la forma y" = 
= —ax" 2 . Considerando que a, = —a, obtenemos y" = 
— aix" 2 , donde a¡ > 0. 

3) Soa que en cierto sistema de coordenadas la parábola 
está definida por la ecuación 

y = ax s , a > 0. (5) 
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Pasemos a un nuevo sistema da coordenadas que se obtiene 
del inicial girando los vectores básicos en un ángulo de 



a — 90° (fig. 123). Las fórmulas de giro loman, en este 
caso, la forma 

| x > x' eos 90° — y' sen 90°, t x= — y'-, 

1 y — x' sen 90° + y’ eos 90° ° \y = x’. 

Sustituyendo en la ecuación (5) las coordenadas viejas por las 
nuevas, obtenemos 

x'=ay'* <5 = 

cc 

Dosignemos ~ con 2 p, entonces 

y' 3 = 2 px'. 

Memos obtenido la ecuación canónica de lo parábola. Así 
pues, por medio de la ecuación (5) se defino la parábola con oí 
parámetro focal igual a 

De los resultados obtenidos en el punto 2) se deduce, que 
el parámetro focal de la parábola definido por la ecuación 

y = ax 3 + ■+■ y , a ^0 es igual a 

Problema 2. Se da la ecuación de la parábola 
y =•= 2x* + ñx + 7. 
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Hay que reduciría a la forma canónica. Hállese la distancia 
del foco de la parábola a su directriz. 

A Formemos un cuadrado perfecto en el segundo miembro 
de la ecuación dada 

y = 2 (** + 3*) + 7 = 2 ( x + )*■+ -§-. 

Las coordenadas del vértice de la parábola son (— 4; y). 

Pasemos a un nuevo sistema de coordenadas, que se obtie¬ 
ne do la inicial trasladando el origen do coordenadas al pun¬ 



to O' (—y-; y) y girando los vectores básicos en un ángulo de 
a = 90° (fig. 124). Según las fórmulas (3) del § 13, ob¬ 
tenemos 

( x --i-}-a:' eos 90° — y' sen 90° --jj- y'. 

{ y = -|- + z' sen 90° + y' eos 90° = y- + x'. 

Sustituyendo estos valores de x y y en la ecuación do la 
parábola, obtendremos 



es decir, x = ó y '* 
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De la ecuación obtenida resulta que la distancia del fo¬ 
co de la parábola a la directriz (parámetro focal) es igual 
a A. 

4) Examinemos la ecuación i 

-S-HJ—(«) 


Esta ecuación so parece a la ecuación canónica do la 
elipse, pero no es tal,:ya que en la ecuación canónica de la 
elipse a > b. 

Pasemos del sistema de coordenadas xOy al sistema x'Oy', 
que se obtiene del sistema inicial girando los vectores bási¬ 
cos on un ángulo de a = 90". Las fórmulas de giro tionen, 
en este caso, la forma 


í *=-/. 

U = *\ 


Por lo tanto, en el nuevo sistema la ecuación dada se escribi¬ 
rá asi: 



a<¿b. 


Hemos obtenido la ecuación canónica de la olipse. Por 
consiguiente, por medio de la ecuación (6) se define la elip- 
so cuyo oje mayor está situado en ol ejo Oy, y el oje menor, 
en el eje Ox. Los focos de tal olipse est án situa dos en los 
puntos F , (0; c) y F t (0; — c), donde c = ]/" b* — a* (fig. 125). 

Problema 3. Demuéstrese que la curva definida por la 
ecuación 


25x* + 1 (¡g* - 50x + 64g - 311 = 0, 

es una elipse. Hállense sus semiejes y los coordenadas de los 
focos. Hacer el dibujo. 

A Transformemos la ecuación dada en la forma 

25 (x - l) 1 + 1(> (y + 2 )* = 400. 

Pasemos del sistema de coordenadas xOy al sistema x'O’y ', 
conservando la dirección de los ejes y pongamos ol origen de 
coordenadas en el punto O' (1; —2). Entonces, las coorde¬ 
nadas viejas y nuevas estarán ligadas por medio de las 
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fórmulas do traslación 

íz=l+*V 

1 y = —2 + i/'. 

Por lo tanto, en el nuevo sistema de coordenadas la curva 
tiene la ecuación 

25*'* + 10j/' s = 400 


Así pues, la curva dada es una elipse cuyos s emiojes son 
iguales a 5 y 4. La distancia scmifocal es e = V25 — 10 = 
= 3. Los focos de la elipse tionen en ol nuevo sislonia las 



Pig. 125 Pig- 126 

coordenadas (0; 3) y (0; —3). Por las fórmulas de traslación 
hallamos sus coordenadas en el viejo sistema: son (1; 1) y 
(1; —5). El dibujo se da en la figura 126. 

Problema 4. Escríbase la ecuación de la elipse, un eje de 
la cual pertenece al eje de ordenadas y es igual a 12. y el 
otro, al eje de las abscisas y es igual a 8. 
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A Según ia condición del problema b = 6, a = 4, por 
consiguiente, 


*1 , v* 
/,2 - T - (¡2 




—+ -«1 = 1 
lli ~ olí 


Problema 5. Escríbase la ecuación de la elipse, cuyo 
primer eje pertenece al eje de ordenadas y es igual a 20, y 
la distancia entre los focos es igual a l(j. El centro de la 
elipse se uncuentra en el punto (0: 0). 

A La ecuación buscada de la elipse puede ser oscrita on 
la forma A + JL = i. Puesto que 2c = 16 y 26 =■ 20 

entonces c = 8, b = 10, y, como los focos están situados 
en el eje Oy, a 2 = 6= - c 2 = 100 - 64 = 36. Por consi¬ 
guiente, la olipse tiene la ecuación 



Problema tí. l-Iállonse las longitudes «le los semiojos do la 
elipse 25x* + U'iy* = 400 y calcúlense las coordenadas de 
sus focos. 

A Escribamos la ecuación dada on la forma 


£L+JL- 

tu ^ 25 - 


i. 


Por consigui ente, a 2 = ltí, ó 2 = 25 y c = 
— |/25 — ltí =* 3. Corno resultado tenemos a 
í’ilO; 3j; F t (0; -3). a 


Vb 5 - a 2 = 

- 4, 6 = 5, 


§ 44. Ecuación general de segundo orden 
con dos variables 

En el capitulo licitemos analizado la ecuación general de 
primer orden con dos variables, es decir, la ecuación que 
tiene la forma 

Ax + By + C = 0, A 1 + B 2 0. (1) 

Hemos establecido, que el conjunto de todos los puntos 
del plano, cuyas coordenadas xy y satisfacen la ecuación (1), 
es una recta. 
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La ecuación genera] de segundo orden con dos variables 
tiene la forma 

Ax s + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, 

A* + B t + C 2 =£ 0. (2) 

Surge la pregunta natural ¿qué representa el conjunto de los 
puntos del plano, cuyas coordenadas satisfacen la ecuación 
(2)? Con otras palabras, ¿qué conjuntos do los puntos del 
plano pueden definirse por medio de esta ecuación? 

Mostremos, que existen ocho distintos tipos de tales con¬ 
juntos. 

O 1) Considerando que en la ecuación (2) 


1 

a* 


C =-¿r, F = — 1, B^D~E~ 0, 


obtendremos 



Así pues, la ecuación (2) puede sor la ecuación de la 
elipse. 

2) Poniendo en la ecuación (2) 

A=±-, C-— i-, P=-i, S-Z>-*-0, 
obtendremos 

a» 

Por consiguiente, la ecuación (2) puede ser una ecuación do 
la hipérbola. 

3) Si en la ecuación (2) ponemos 

C = 1, D = —2p, A=B = E = F<=‘ 0, 

obtendremos 

y 3 = 2 px. 

La ecuación (2) puede ser una ecuación de la parábola. 

4) Si en la ecuación (2) los coeficientes se eligen de la 
manera siguiente: 

A = a?, C = —ó», B = D= E= F = 0, 


11-01330 
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la ecuación tomará la forma 

O*! 5 — ¿>V = 0. 

Puesto que a 3 x* — ¿>*y* = (ax — by) (ax + by), osta ecua¬ 
ción es una ecuación de dos rectas: 

ax — by = 0 y ax + by = 0. 

De esto modo, la ecuación (2) puede definir un par de 
rectas que se cortan. 

5) Al tomar en la ecuación (2) 

C => 1 . F = —a\ A=B=D=E=*0, 

obtendremos 

yi _ a* =* 0 , 

es decir, la ecuación de dos rectas y = a, y = — a. 

Por consiguiente, la ecuación (2) puede ser la ecuación 
de dos rectas paralelas. 

6) Considerando que on la ecuación (2) 

C = 1, A=B=D = E=F= 0, 
obtendremos 

y 1 - 0 . 

Tal ecuación so considera como una ecuación del par de 
rectas coincidentes, ya que de ella se deduce que y-y = 0 y, 
igualando cada factor a cero, obtenemos y => 0 y y =■ 0. 
Así pues, por la ecuación (2) se puede definir un par de 
rectas coincidentes. 

7) Si en la ecuación (2) tomamos 

A = a 2 , C = 6 a , B=D=E=‘F = 0, 
obtendremos 

aV + ty = o. 

A esta ecuación la satisfacen las coordenadas sólo de un 
punto del plano, es decir, del punto (0; 0). 

De aquí se deduce, que la ecuación (2) puede definir un 
punto. 

8) Considerando que en la ecuación (2) 

C=-L, F— 1, S = D = S = o, 

obtendremos 
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Esta ecuación no se satisface por las coordenadas de nin¬ 
gún punto del plano. Así sucede en el caso cuando 

C = 1, F = a 2 ^b 0, A=B=D=E = 0. 

En el plano no hay puntos, cuyas coordenadas satisfagan 
la ecuación 

P* + a 2 = 0. 

Así pues, la ecuación (2) puedo ser una ocuaeión dol con¬ 
junto vacío. ■ 

Hemos mostrado que la ecuación (2) puede ser una ecua¬ 
ción de 1) la elipse, 2) la parábola, 3) la hipérbola, 4) del par 
de rectas que so cortan, 5) del par de roctas paralelas, 6) del par 
de rectas coincidentes, 7) del punto, 8) del conjunto vacío. 
Es notable que, además de los ocho tipos de conjuntos cita¬ 
dos, no oxisten otros conjuntos, cuyos ecuaciones tongan 
la forma (2). Esto se deduce de la siguiente afirmación que 
aceptamos sin demostrar. 

Sea que un conjunto de los puntos del plano se dofine en 
cierto sistema de coordenadas por medio de la ecuación 

Ax* + Bxy + Cy* + Dx Ey + F = 0, 

A s + B* + C* =*= 0. 


Entonces, siempre es posible pasar (con ayudo de las fór¬ 
mulas (3) del § 13) a un nuevo sistema de coordenadas, en el 
cual esta ecuación tendrá uno de los nuevo tipos siguientes: 



4) a**»—6V = 0; 
7) a**» +• - 0; 



5 ) = 0 ; 

8) —4 -1: 

' a" r ¿2 *’ 


3) J/ 1 2px; 

6) y* = 0; 

9) p* \ a 2 — 0. 


Las ecuaciones del 1) al 9) se denominan canónicas. 

Los conjuntos, definidos por las ecuaciones del 4) al 6), 
están constituidos por rectas. Las rectas se estudian en el 
capítulo II. Los conjuntos definidos por las ecuaciones del 
7) al 9) (el punto y el conjunto vacío) no presentan interés. 
Estas curvas tienen gran importancia para la cosmonáutica y 
astronomía, la mecánica y arquitectura. Eran ya conocidas 
en la Grecia antigua. Los matemáticos griegos no conocían 
ni el método de coordenadas ni las ecuaciones, no obstante les 
eran bien conocidas todas las propiedades de la elipse, hi¬ 
pérbola y parábola. Obtenían y estudiaban estas curvas 
como secciones planas de una superficie cónica (véase el 


n* 
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§ 77, capítulo VI). Desde entonces la elipse, hipérbola y pa¬ 
rábola se denominan secciones cónicas. La elipse, hipérbola y 
parábola tienen también otra denominación común. Las 
ecuaciones de estas curvas contienen obligatoriamente por 
lo menos un sumando de segundo orden x 2 , y 2 o xy. Por lo 
tanto, la elipse, hipérbola y parábola se denominan curvas 
de segundo orden. 

A lo largo de toda la historia del desarrollo de la ciencia 
y la técnica las curvas do segundo orden han provocado cons¬ 
tantemente la atención do muchos investigadores y cientí¬ 
ficos. Esto se debe a que la elipse, la hipérbola y la pará¬ 
bola son muy frecuentes en los fenómenos de la naturaleza y 
de la actividad humana que nos rodean. Demos sólo algunos 
ejemplos. Una piedra o proyectil lanzados bajo un ángulo 
agudo respecto al horizonte, vuela por una curva próxima a 
la parábola (la forma de la curva se distorsiona un poco de¬ 
bido a la resistencia del aire). Para construir diversos proyec¬ 
tores y antenas se utilizan los llamados «espejos parabó¬ 
licos». En la producción se emplean, en algunos mecanismos, 
«pifiones elípticos». A menudo dos magnitudes están relacio¬ 
nadas entre sí por una dependencia inversamente proporcio¬ 
nal (por ejemplo, la presión y el volumen del gas de acuerdo 
con la ley de Boyle—Mariotte). De gráfico de tal dependen¬ 
cia funcional sirve la hipérbola. 

Las curvas de segundo orden adquirieron un significado 
ciontífico especialmente grande después de los descubrimien¬ 
tos hechos por el astrónomo alemán Johannes Kepler (1571—■ 
1030) y por el físico y matemático ingles Isaac Newton 
(1643—1727). Observando los desplazamientos visibles de 
los planetas en la esfera celeste, Kepler descubrió tres leyes, 
una de las cuales postula, que cada planeta se mueve por 
una elipse y el Sol se encuentra en uno de sus focos. Newton 
no sólo fundamentó teóricamente las leyes del movimiento 
de los planetas, sino que demostró, que todo cuerpo puede 
moverse bajo la acción de la atracción de otro cuerpo sola¬ 
mente bien por una elipse, bien por una parábola o bien por 
una hipérbola. En particular, por estas curvas se mueven 
todos los cometas del sistema solar. 

Actualmente cuando en torno a la Tierra giran por las 
órbitas elípticas millares do satélites artificiales,cuando han 
sido enviadas a la Luna, Venus y Marte decenas do estaciones 
cósmicas, las curvas de segundo orden se utilizan aún más 
intensamente que antes. 
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Problemas para el capitulo III 

3.1. Escríbase la ecuación de la circunferencia: 

a) <ic radio R — 4 con el centro en el origen de coordenadas; 

b) de radio R = -g con el centro en el origen de coordenadas; 

c) de radio 7? = 5 con el centro en el punto C <—4; 2); 

d) de radio R <= -jr con el centro en el punto C I—1; — -g- J . 

3.2. Hállense el centro y el radio de la circunferencia: 

a) x* + y a = 36; b) * a +y a =7; 

c) (x-5) a +(y-3) a = 49; d) (*+7) a +(y + -i) * = 64; 

e) (x —2,5)*+y» = 50. 

3.3. Demuéstrese que la ecuación dada es una ecuación do la 
circunferencia. Hállense su centro y radio: 

a) x» — 2x + 4y + y a — 20 = 0; 

b) x» — 6x + lOy + y* + 9 = 0. 

3.4. Fórmese la ecuación de la circunferencia, cuyo centro coin¬ 
cide con el Origen de coordenadas, si la circunferencia es tangen le 
a la recta x = 3. 

3.5. Escríbase 1a ecuación do lo circunferencia, cuyo centro se 
encuentra en el punto C (3; 7), si so sabe que es tangente al eje Oc. 

3.6. Escríbase la ecuación de la circunferencia, cuyo centro está 
situado en el punto de intersección de las rectas 2x + 3y — 13 = 0, 
x + y — 5 = 0, si os tangente al eje de ordenadas. 

3.7. Escríbase la ecuación do la circunferencia, que pasa por el 
punto N (0; 2) con el centro en el punto C (2; —1). 

3.8. Escríbase la ecuación de la circunferencia, cuyo centro se 
encuentra en el eje de abscisas, si la circunferencia es tangente a las 
rectas x — 8 y y = 3. 

3.9. Escríbase la ecuación de la circunferencia, si so sabe que es 
tangente al eje do abscisas y a las rectas x — — 1 y x = 5. 

3.10. Escríbase la ecuación de la circunferencia, que pasa por 
el punto M (2; 1) y es tangente alos ejes do coordenadas. 

3.11. Determínese, cómo está situado el punto Aí(—2; 1) res¬ 
pecto a cada una de las circunferencias (dentro, fuera o en la circun¬ 
ferencia): 

a) x* + y* = 2; b) x* + y* — 5 = 0; c) i* + y* = 25; 

d) x a + y* — 8* — 4y = 5; e> x» + y a + 6x - 8y = 0; 

0 x a + y a = 0,01. 

3.12. Determínese cómo está situada la recta respecto a la cir¬ 
cunferencia (la interseca, es tangente u ella o pasa fuera do ésta), si 
la recta y la circunferencia están definidas por las ecuaciones siguien¬ 
tes: 

a) 2x — y — 3 = 0 y x a + y* — 3x + 2y — 3=0; 

b) X — 2y — 1 = 0 y (x — 4)* + <u + l) a = 5; 

c) x + 3# + 10 = 0 y x a + jr* = I. 

3.13. Hállese la ecuación de la línea de I 03 centros de dos cir¬ 
cunferencias (x — 2) a + y a = 16 y x a + (y — 3) a — !). 
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3.14. Se i!an los puntos Af, <2; 31 y M a (10; 01. Escríbase la 
ecuación de lo circunferencia, cuyo diámetro os el segmento 

3.15. Una circunferencia es tangente al eje de ordenadas en él 
origen de coordenadas y pasa a través del punto M, (—4; 0). Escrí¬ 
base la ecuación de la circunferencia y hállense los puntos do Ínter- 
sección con las bisectrices de los ángulo9 de coordenadas. 

3.1G. Escríbase la ecuación de la circunferencia que pasa ñor 
tres puntos M¡ (0: 0), M % <3; 0) y M, (0; 4). 

■ i i 3 ', 17 ' Escn. b8se la ecuación de la circunferencia, circunscrita 
alrededor de un triangulo, cuyos lados pertenecen a las rectas x — 

— 3y 4- 1 = 0, «Jar — 2y — 41 = 0. 7x + 4y + 7 = 0. 

3.18. Determínenselas coordenadas de los puntos de intersec¬ 
an de ^rccla_ y — 7* — 12 = 0 y la circunferencia (x — 1)* + 

3.19. Escríbase la ecuación del diámetro de la circunferencia 
** yi _ 25 e j cua | es perpendicular a la recta 4x + 3y — 25 = 0. 

3.20. Calcúlese la distancia más corla del punto A (8; —fi) a la 
circunferencia x 3 + y* — 4 = 0 . 

3.21. Escríbase la ecuación do la circunferencia que pasa por los 
puntos Al (4; 1) y N (0; 5), si se sabe que su centro se encuentra en 
la recta x + y -f 3 = 0. 

3.22. Hállese la ecuación de la circunferencia que es simétrica 
a la circunferencia (x — 1)« + (y — 2) 3 = 1 respecto a la rocta y = 
= x —- 3. 

3.23. La circunferencia está definida por las ecuaciones x = 

== V 2 eos t. y *= V? sen I0< I < 2n. Escríbase la ecuación canó¬ 
nica de esta circunferencia. 

3.24. La circunferencia está definida por la ecuación x 3 -f- y 3 = 

— 25. Escríbase la ecuación paramétrica ríe esta circunferencia. 

3.25. Las circunferencias ostáD definidas por las ecuaciones 
x. = 4 eos 1 . y =- 4 son t (0< t < 2n) y (x - l) 3 + y» = 25. Há¬ 
llense los puntos de intersección de las circunferencias dadas. 

3.20. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, si la distancia 
focal ca igual a 8 y la elipse pasa a través del punto (0; —3). 

3.27. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, si su foco se 
encuentra en el punto (6; 0) y la elipse corta el eje de ordenadas en 
el punto (0; —3). 

3.28. Demuéstrese que la ecuación 7x 3 + 16y a — 112 = 0 
es una ecuación de la elipse. Hállense las coordenadas de los focos 

y la distancia focal. 

3.29. Escríbase la ecuación canónica do la elipse, si: 

a) sus semiejes son iguales a 7 y 3: 

b) sus semiejes son iguales a 3 y 4; 

c) su semieje mayor es igual a 5 y la distancia focal es igual a 0; 

di su semieje menor es igual a 4 y la distancia local es igual a 0. 

3.30. Determínense para cada una de las siguieules elipses sus 
semiejes, las coordenadas do los vértices y focos: 

a) 9x 3 + 10y 2 = 144; b) x 3 + 9y 3 = 4; 

c) 4x 3 + 9y a = 1; d) 0.25x 3 + y 3 = 1. 

3.31. Se da 1a elipse 4x s + 25y 3 — 400 = 0. Determínense las 
ordenadas de los puntos de la elipse, cuyas abscisas son iguales a —3. 

3.32. _ Las ordenadas do los puntos de la circunferencia x* + 1 /- = 
= 30 están disminuidas en 3 veces por el valor absoluto. Escríbase 
la ecuación de la nueva curva obtenida. 
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3.33. ño da la elipse ^g4-=g- = 1. Hállense su semieje mayor, 

su semieje menor, la distancia focal, las coordenadas de los focos y de 
las vértices y la excentricidad. 

3.34. Se da la elipse 25** 4- 49»* = 1225. Determínense las 
longitudes de los ejes, las coordenadas de los focos y la excentricidad. 

3.35. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, si su semieje 

3 

mayor a = 5 y la excentricidad e = -g . 

3.36. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, cuya distancia 
de! foco a los extremos del eje mayor son iguales a 1 y 9. 

3.37. La Tierra se mueve por una órbita elíptica, en uno de 
cuyos focos se encuentra el ñn!. Calcúlese la excentricidad de la órbita 
de la Tierra, si el punto de la órbita terrestre (porihelio) más próximo 
al Sol se encuentra a la distancia de 147 millones de km de éste y el 
punto de la órbita terrestre más alejado del Sol (afelio), a la distancia 
de 152 milloncsde km de él. 

3.38. El nueve de julio de 1980 fueron lanzados en la Unión 
Soviética, con un cohete portador, ocho satélites artificiales de la 
Tierra «Cosmos-l 192-1199». Calcúlese la excentricidad de la órbita 
do estos satélites artificiales, si todos los ochos satélites se mueven 
por una órbita elíptica, en uno de cuyos focos se encuentra el contro 
de la Tierra. La distancia máxima de la superficie de la Tierra es de 
1522 km; la distancia mínima de la superficie de la tierra os do 
1451 km. El radio medio de la Tierra es igual aproximadamente a 
6371 km. 

3.39. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, si la elipse 
pasa por el punto M (2; —2), y su semieje mayor es igual a 4. 

3.40. Hállese la excentricidad de la elipse ^ = 1. 

3.41. Hállese la ecuación canónica do la elipse, si los extremos 
do su eje mayor son tangentes a la circunferencia ** + »*= 100, 
y se sabe que a = 2i>. 

3.42. Calcúlese el área del cuadrilátero, cuyos dos vértices so 
encuentran en los focos de la elipse 9** 4- 25« s — 225 »= 0 y los otros 
dos vértices coinciden con los extremos de su eje menor. 

3.43. El lado del rombo es igual a 10. A través do sus dos vérti¬ 
ces opuestos pasa una elipse, cuyos focos coinciden con los otros dos 
vértices del rombo. Escríbase la ecuación de la elipse, tomando por 
ejes de coordenadas las diagonales del rombo, si las coordenadas del 
foco son (8; 0 ). 

3.44. Determínese la longitud de la cuerda de la elipse tb +-^-== 

lo y 

= 1 que divido por la mitad el ángulo entro ios ejes. 

3.45. Se da la elipse 15r* 4- 25»* — 375 — 0. A través del foco 
está trazada una perpendicular a su eje mayor. Determínese ia dis¬ 
tancia desde los puntos de intersección de esta perpendicular con 
I» elipse hasta el foco. 

3.46. Escríbanse las ecuaciones paramétricas de la elipse 4** -J- 
4- 9»* — 36 -= 0. 

3.47. Se lian las ecuaciones paramétricas de la elipse 

x — 7 eos I, y = 4 sen I. 

Escríbase su ecuación canónica. 
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3.48. Hállense las ecuaciones de las tangentes a la elipse 9x* -f 

-f- 25y- — 225, cuyo coeficiente angular es igual a . 

3.4!). Hállese el punto do tangencia de la recta 5a — 2 y — 30 = 
= 0 con la elipse 75x* + 24y* — 1800 = 0. 

3.50. Se dan la elipse 25x* + 36y a — 900 = 0 y la circunferen¬ 
cia x a + y a = 25. Hállense los puntos de su intersección. 

3.51. Escribo se la ecuación de la tangente a la elipse en el punto 
(3; —3), si su ecuación es 3Gx* 12y* — 432 = 0. 

3.52. Escríbase la ecuación canónica de la hipérbola, si la dis¬ 
tancia focal es igual a 30 y la hipérbola pasa por el punto (—9; 0). 

3.53. Escríbase la ecuación canónica de la hipérbola, si su foco 
se encuentra en el punto (—5 y r 2\ 0) y la hipérbola corta el eje de las 
abscisas en el punto(6; 0). 

3.54. Demuéstrese que la ecuación 11** — 25y a — 275 = 0 es 
una ecuación de la hipérbola. Hállense las coordenadas de los focos. 

3.55. Determínense los semiejes do cada una de las hipérbolas 
siguientes: 

a) -yg-~=1; b) 16x* — D*=l: c) x a -9y* = 9; 

d) 16x a — 9y a = l; f) x*— y*=4; g) 9x* —16y*= 144. 

3.56. Para la hipérbola 9** — 16y* — 144 •“= 0 hállense: 
u) los semiejes; 

b) ias coordenados de los focos; 

c) las coordenadas de los vértices; 

d) las ecuaciones de las asíntotas. 

3.57. Escribaso la ecuación canónica de la hipérbola, si: 

a) su semieje real es iguul a 4. y el imaginario, a 13; 

b) la distancio focal es igual a 16, y el semieje imaginario, a 6; 
O la distancia focal es igual a S y t = 1,5; 

d) el semieje real es igual a8 ye = 

3 

o) la ecuación do la asíntota os y = -jj-x, y el semieje reales iguul 

a 2; 

f) el semieje imaginario es igual a 3 y e = y. 

3.58. Escríbase la ecuación canónica de la hipérbola, si las dis¬ 
tancias de uno de sus vértices a los focos son iguales a 9 y 1, respec¬ 
tivamente. 

X* II a 

3.59. Se do la hipérbola ^5 — ¡jg = 1; escríbanse las ecuaciones 

de las rectas paralelas, que limitan una parte del plano, que no con¬ 
tiene ni un solo punto de la hipérbola. 

J»il y. 2 

3.60. Hállense las asíntotas de la hipérbola gy—gg= 1. Cons¬ 
truyase la hipérbola y hállese su excentricidad. 'í¡ 

3.C1.‘ Hállense las asíntotas de la hipérbola x a — y* = 9, Cons¬ 
truyase la hipérbola y calcúlese su excentricidad. 
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3.62. Se da la ecuación de la hipérbola 9a -1 — 16j/ s = 144. Há¬ 
llense las coordenadas de sus focos y vértices, la excentricidad y la 
ecuación de las asíntotas. Hágase el dibujo. 

3.63. Fórmese la ecuación canónica de la hipérbola, si su semieje 
real es ¡Rual a 5. y la excentricidad a 1.4. 

3.64. Determínense bajo qué condición las asíntotas de la hipér- 
x a v s 

bola -j—p-= 1 son perpendiculares entre sí. 

3.65. Fórmese la ecuación de la hipérbola, si la ecuación de su 
asíntota es y = ^-x. y uno de los focos se encuentra en el punto (—5; 01. 

3.66. Escríbase la ecuación canónica de la hipérbola, conociendo, 
que sus asíntotas tienen la ecuación y = ±2x, y la distancia focal 
es igual a 10. 

x a t/ a 

3.67. Se] da la hipérbola I-Hállense los puntos de 


intersección do la hipérbola con las rectas: 
n) x — y + 1 = 0; 

b) 9x — 4 y — 36 = U; 

c) 5x — 4y — 16 = 0. 

3.68. Fórmese la ecuación de la hipérbola, cuyos focos Se en¬ 
cuentran en los vértices de la elipse gj +■ = 1 y los vértices, en los 

focos de la elipse. 

3.69. Los focos de la hipérbola coinciden con los focos de la 
elipse 9x a + 25g a — 225 = 0. Escríbase la ecuación de la hipérbola, 
si su excentricidad es igual a 2. 

3.70. Hállense las ecuaciones do las tangentes a la hipérbola 
x a — g* = 1, cuyo coeficiente angular es igual a 2. 

3.71. La excentricidad^ de la trayectoria del movimiento del 

S rimer cohete espacial soviético, lanzado hacia la Luna el 2 de enero 
e 1959 es igual a 1,05. Determínese la forma de lo trayectoria del 
cohete. 

3.72. Escríbase la ecuación de la parábola, si las coordenadas del 
foco son (4; 0) y la ecuación do la directriz es x + 4 = 0. 

3.73. Escríbase la ecuación canónica de la parábola, que pasa 
a través del punto (5; 3), 

3.74. Se da la parábola y % = 5x. Hállense los puntos de la pará¬ 
bola, cuya distancia del foco es igual a 4. 

3.75. Fórmese la ecuación canónica de la parábola, cuyo foco se 
encuentra en el punto de intersección de la recta 2x — 5y — 8 = 0 
con el eje de las abscisas. Construyase esta parábola. 

3.76. Fórmese la ecuación canónica de la parábola que pasa por 

el punto /V (9; 6). determínese el ángulo a = (i; FN), donde F es 
un foco de la parábola. 

3.77. Hállense los puntos de intersección de la parábola g a = 4x 
y las rectas: 

a) x = y, b) x = — y, 

c) x — 2g + 4 = 0; 

d) 3x - 2/y -f 1 = 0. 

Construyase el dibujo. 
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3.78. Escríbase ]a ecuación (lo la tangente a la parábola y~ — fix 
en el punto (6; 0). 

3.79. Escríbase la ecuación de la circunferencia, cuyo centro 
coincide con el foco de la parábola y a = 8x, si se sabe que la circun¬ 
ferencia es tangente a la directriz de la parábola. Determínense las 
coordenadas de los_ puntos de intersección de la parábola y la circun¬ 
ferencia. y construyase el dibujo. 

3.80. Redúzcase la ecuación de la elipse ^ = 1 

n la forma canónica. 

3.81. Se da la hipérbola xy = 2. Redúzcase su ecuación a la for¬ 
ma canónica. 

3.82. Redúzcase la ecuación de la parábola 3 y = x* + 4x — ti 
a la forma canónica. 

3.83. Determínense para cada una de las siguientes elipses sus 
semiejes, coordenadas de Los vórtices y coordenadas do los focos: 

a) 12x a + 5!/* - 60 = 0; 

1>) 10x a + 9y« — 144 = 0; 

c) 4x a + !/ a = 9. 

3.84. Escríbase la ecuación de la elipse, situada simétricamente 
respecto a los ejes de coordenadas con los focos en el eje Oy. si: 

a) sus semiejes son iguales a 3 y 4; 

b) sus semiejes son iguales a 6 y 3; 

e) su eje mayor es igual a 8 y su distancia focal, a 6; 

d) su somiejo menor es igual a 4 y la excentricidad s = -je-; 

e) su semieje menor es ¡ijual a 6 y la distancia focal, a 8. 

3.85. Escríbase la ecuación do la elipse, cuya suma de los se¬ 
miejes es igual a 8 y la distancia entre los focos es igual a 8. Los focos 
se encuentran en el eje de ordenadas y están situados semétricamente 
respecto al punto (0; 1). 

3.86. Se da la elipse 16x a + 7 y 1 — 112 = 0. Determínense las 
coordenadas de los puntos de la elipse, cuya distancia al foco es igual 
a 2.5. 

3.87. La circunferencia (* — 5) a + (’J — 3) a ■= 4 es tangente 
a la elipse y pasa por sus focos. Fórmese la ecuación de la elipse, si 
su eje mayor es paralelo al eje de las abscisas. 

3.88. Fórmese la ecuación de la hipérbola, situada simétrica¬ 
mente respecto a los ejes de coordenadas, con los focos en el eje de 
ordenadas, si: 

a) los semiejes son iguales a 3 y 0; 
b) 5; e=-|- ; 

12 

c) la ecuación de la asíntota es y — x, y el eje real es igual a 24; 

d) 8 — 4j-, y el semieje es igual a 4. 

3.89. Para la hipérbola 9x 2 — 16y a = —144 hállense: al los 
semiejes; b) las coordenadas de los vórtices; c) las coordenadas de 
los focos; d) las ecuaciones de las asíntotas. 
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3.00. Escríbase la ecuación de la hipérbola, si la distancia entre 
sus vértices es igual a 24, y los focos tienen las coordenadas (—10; 2) 

y (16; 2 ). 

3.91. Fórmese la ecuación de la hipérbola, si sus semiejes son 
iguales a 5 y 4, el centro tiene las coordenadas (3; 2), y el eje rea] es 
paralelo al eje de las abscisas. 

3.92. Escríbase la ecuación do la parábola con ol vórtice en el 
origen de coordenadas, si: 

a) la parábola está situada en el semiplano superior simétrica¬ 
mente respecto al eje de ordenadas y el parámetro focal es igual a 4; 

b; la parábola está situada en el semiplano inferior simétricamente 
respecto al eje de ordenadas y el parámetro focal es igual a 6; 

c) la parábola está situada en el semiplano derecho simétrica¬ 
mente respecto al eje de las abscisas, y su parámetro focal es igual a 3; 

d) la parábola está situada en el semiplano izquierdo simétrica¬ 
mente respecto al eje de las abscisas y su parámetro focal es igual a 5. 

3.93. Escríbase la ecuación do la parábola que pasa por el origen 
do coordenadas y es simétrica respecto ol eje de ordenados, si las 
coordenadas del foco son F (0; —3). 

3.94. El foco de la parábola tiene las coordenadas P (—6; 0), y lo 
ecuación do la directriz es * — 6 = 0. Fórmese la ecuación de la 
parábola. 

3.95. Hállese la ecuación de la parábola, conociendo, que su 
vértice se encuentra en el eje A (—4; 5), y el foco, en el punto 
B (—2; 5). Escríbase la ecuación de su eje y de la directriz. 

3.96. Se dan el foco de la parábola (—3; —41 y la ecuación do 
su directriz *+1 = 0. Escríbase la ecuación de la parábola y há¬ 
llense los puntos de intersección de la parábola con los ejes de coorde¬ 
nadas. 

3.97. Determínense las coordenadas del punto que está situado 
en la parábola * a — 8 y, si la distancia de este punto a la directriz 
es igual a 4. 

3.98. Construyanse en un solo dibujo las siguientes parábolas: 
** = {bí'= »■ ** “ 2y. 


3.99. El foco de una parábola está situado un el punto F (0; j t 
la iliroctriz es paralela al eje de abscisas y corta en el eje do ordenadas 
un segmento cuya longitud es igual a ■—. Escríbase la ecuación do la 


parábola. 

3.100. Lu parábola pasa por los puntos A (0; G) y tí (4; 0) simé¬ 
tricamente respecto al eje de abscisas. Escríbase la ecuación de la 
parábola y construyala. 

3.101. Fórmese la ecuación de la parábola y escríbase la ecuación 
de su directriz, si la parábola pasa por los puntos de intersección de la 
recta y — r y lu circunferencia x* + y 3 — 10y = 0 y es simétrica res¬ 
pecto al eje de ordenadas. Construyanse la circunferencia, la recta y la 
parábola. 


3.102. Escríbase la ecuación de la tangente ii la parábola * s — 6 y 


en el punto ^2; • 


Vi 


3.103. La cuerda del puente colgante tiene la forma de una pará¬ 
bola (fijí- 127). Se requiere formar su ecuación respecto a los ejes de 
coordenadas señalados en la figura, si la flecha do la cuerda | OA | = 
= 10 y la longitud del puente | BC | = 60. 



Kig. 127 


3.104. Quó conjunto está definido en el plano por las siguientes 
ecuaciones do segundo orden: 

a) 3x» + 4y = 12; b) 3** — áy* = 12; 

c) x * — 4w = 3; d) y 3 — 4x -= 0; 

e ) 25-r* — 9y* = 0; f) 5y* — 125 = 0; 
a) 3üx» + 49y> -= 0; h) x« + (y - 21» = 7; 
i) 5x» — lOx •+- 3y* + Cy + 7 = 0. 



Capitulo IV 


RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO. 
POLIEDROS 


§ 45. Axiomas principales de la estereométria 

Las figuras tridimensionales (cuerpos) más sencillas son: 
el cubo, el prisma, la pirámide, la esfera, el cono, el cilin¬ 
dro, etc., y sus propiedades ya se estudian en el curso de 
geometría do la escuela secundaria. Es de señalar, que al¬ 
gunas propiedades do las figuras tridimensionales se utiliza¬ 
ron al estudiar los¿vectores en el capítulo I del presente 
manual. 

En este capítulo se estudia, más detalladamente que an¬ 
tes, la parte de la geometría relativa a la posición de las 
rectas y planos en el espacio. La parte de la geometría que 
¡i dedica al estudio de las figuras situadas en el espació, 
se B donomina estereométria. 

Las nociones principales de la estereométria son el pun¬ 
to , la recta y el plano. El ospacio está constituido por un 
conjunto infinito de puntos. Las rectas y los planos constan 
de un conjunto infinito de puntos del plano y no coinciden 
con todo el espacio. 

Enunciemos los axiomas principales de la estereométria. 
Recordemos, que los axiomas son proposiciones adoptadas 
sin demostraciones. Los axiomas de la geometría son una 
abstracción de las rospectivas propiedades dol mundo real 
que nos rodea. 

Supongamos, que paca cualquier plano del espacio se 
cumplan lodos los axiomas, definiciones y teoremas déla 
planimetría. Supongamos, además, que son válidos los si¬ 
guientes axiomas de la estereométria: 

1. A través de dos puntos distintos cualesquiera se traza 
una sola recta. 

2. Si dos puntos distintos de una recta pertenecen al plano, 
todos los puntos de la recta pertenecen a este plano. 
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3. A través de tres puntos cualesquiera, que no están situa¬ 
dos en una misma recta, pasa uno y sólo un plano. 

A. Si dos planos distintos se cortan, entonces se interse¬ 
can por la recta. 

Utilizando estos axiomas, demostremos las siguientes 
afirmaciones: 

1. A través de una recta y un punto que no le pertenece 
pasa un único plano. 

2. A través de dos rectas que se intersecan pasa un único 
plano. 

□ 1. Tomemos en la recta dada l dos puntos cuales¬ 
quiera A y B (fig. 128). Entonces, de acuerdo con el axio¬ 
ma 3 a través del punto dado M y los puntos A y B pasa 




un solo plano p y todos los puntos do la recta l portenocen 
al plano p. Por consiguiente, el plano p pasa por la recta l 
y por ol punto M que no le perlonecc. Ño liay otro plano 
igual, ya que él debo pasar por tres puntos A, B, M, que 
no están situados en una misma recta y, por consiguiente, 
debe coincidir con el plano p. ■ 

2. Efectivamonte, sea que las rectas l, y se intersecan 
en el punto M (fig. 129). Tomemos en las rectas l¡ y í a 
cualesquiera puntos AyB, diferentes del punto M. Entonces, 
a través de los tres puntos A, B, M pasa un único plano p. 
En virtud del axioma 2 el plano p pasa por las rectas da¬ 
das l¡ y l t . 

§ 46. Posición reciproca de las rectas 
en el espacio 

Dos puntos distintos en el espacio pueden situarse o no 
situarse en un mismo plano. Examinemos los respectivos 
ejemplos. 
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Sea que los puntos A, B, C no se encuentran en una mis¬ 
ma recta. Tracemos a través de ellos el plano p y escojamos 
cierto punto 5, que no pertenece al plano p (fig. 130). 

Entonces, las rectas AB y BC están situadas en un mis¬ 
mo plano, o sea, en el plano p, las rectas .45 y CB no se en¬ 
cuentran en un mismo plano. Efectivamente, si ellas estuvie¬ 
sen situadas en un mismo plano, también los puntos A, B, 
C, S so encontrarían en este plano, lo que es imposible, ya 
que 5 no está situado en el 
plano, que pasa por los pun¬ 
tos A, B, C. 

Dos rectas distintas que 
están situadas en un mismo 
plano y no se intersecan, se 
denominan paralelas. Las rec- 
tasj coincidentes también so 
denominan paralelas. Si las 
rectas Z t y L son paralelas, 
se escribe l¡ || l 2 . 

De este modo, Zj || Z 3 , si, 
primero, existe un plano p tal 
que l, cz p y i, cz p y, se¬ 
gundo, bien Z, fl J s =0 o bien 
l¡ = l 2 . 

Dos rectas que no están situadas en un mismo plano so 
denominan cruzadas. Es evidonte, que las rectas cruzadas no 
se intersecan y son paralelas. 

Demostremos una propiedad muy importante de las rectas 
paralelas, denominada transitioidad del paralelismo. 

Teorema. Si dos recias son paralelas a la tercera, son para¬ 
lelas entre si. 

□ Sea que l¡ || l 2 y l 2 || l¡¡. Es necesario demostrar que 

Ji II Ja- 



Si las rectas l¡, l 2 , l 3 están situadas en un mismo plano, 
entonces esta afirmación fue demostrada en la planimetría. 
Supongamos que las rectas Z„ l 2 , l 3 no se encuentran en un 
mismo plano. 

Tracemos a través de las rectas l, y l 2 ol plano p, y a tra¬ 
vés de las rectas l 2 y Z 3 , el plano p 2 (fig. 131). 

Es de señalar, que la recta Z 3 contiene por lo menos un 
punto M, que no pertenece al plano p,. 

Tracemos a través de la recta l¡ y el punto Al el plano 
p 3 , el cual se cortará con el plano p 2 por una cierta recta l. 
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Demostremos que l coincido con l 3 . Demostrémoslo, recu¬ 
rriendo al «método a la inversa». 

Supongamos que la recta l no coincido con la recta l 3 . 
Entonces, l interseca la recta l 3 en un cierto punto A. De 
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aquí se deduce, que el plano p 3 pasa a través del punto 
A 6 p, y de la recta l x c p, y, por consiguiente, coincide con 
el plano p,. Esta doducción contradice, a que el punto 

M g p a no pertenece al plano p,. 
Por consiguiente, nuestra supo¬ 
sición no es válida y, por lo 
tanto, l = l 3 . 

Así pues, está demostrado 
que las rectas l x y l 3 están situa¬ 
das en el mismo plano p 3 . De¬ 
mostremos que las rectas l¡ y l 3 
no se intersecan. 

Realmente, si í, y l 3 so inter¬ 
secaran, por ejemplo, en el pun¬ 
to B, el plano p 2 pasaría a través 
déla recta Z 3 ydel punto B £ l lt 
y por consiguiente, coincidiría 
con p,, lo que es imposible.* 
Problema. Demostrar, que los 
ángulos con los lados codirigidos 
tienen iguales magnitudes. 

A 4 Sea <juojlos ¿ángulos MAN y M l A x N 1 tienen los lados 
codirigidos: el rayo AM es codirigido con el rayo A X M X , y 
el rayo AN está codirigido con el rayo A X N X (fig. 132). 
Tracemos en los rayos AM y A X M X los segmentos AB y A X B X , 
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cuyas longitudes son iguales. Entoncos, 

IB.8,1 )| \AA X 1 y | BB X i = \AA X I 

como lados opuestos del paralelogramo. 

Análogamente, tracemos en los rayos AN y Aj/V] los 
segmentos AC y A¡C¡, cuyas longitudes son iguales. Enton¬ 
ces, 

ICCJ I) \AA X \ y |CC, | = \AA X |. 

De la transitividad dol paralelismo se deduco que I BB X \ || 
|| \CC t \. Y puesto que | BB X | = | CC X ¡, entonces BB X C X C 
es un paralelogramo, y, por lo tanto, | BC | = | B x C x |. 

Por consiguiente, A ABC AA l B 1 C l y BAC — B\A X C X -A. 

§ 47. Criterio de paralelismo 
de una recta y un plano 

Si una recta pertenece al plano o no tiene con ésto ni un 
solo punto común, la recta y el plano se denominan parale¬ 
los. Si la recta i y el plano p son paralelos, escribamos l || p. 
Así pues, l || p, si l <=. p o l R P =* 0- 

Demostremos en primer término, un teorema no compli¬ 
cado, pero importante. 

Teorema 1. Si los planos p y q se Intersecan y la recia l <= q 
es paralela al plano p, l es paralela a la recta, que sirve de 
intersección de los píanos p y q. 

□ El caso cuando l se encuentra en el plano p, es evi¬ 
dente, ya que entonces l = p fl 9- 

Sea que l no tiene puntos comunes con p. Entonces, si 
las rectas ¿ y ¿i = p f| 9 se intersecaran, la recta l se interse¬ 
caría con el plano p, lo que contradice a la condición. Por 
consiguiente, las rectas l y l x son paralelas. ■ 

Demostremos ahora el siguiente criterio de paralelismo 
de una recta y un plano. 

Teorema 2. Para que la recta l sea paralela al plano p, 
es necesario y suficiente, que la recta l sea paralela a cierta 
recta situada en el plano p. 

□ Señalemos que el caso cuando l se encuentra en el 
plano p, es evidento. Por lo tanto examinaremos sólo el caso, 
cuando l no está situada en p. 

Sea que la recta l y el plano p son paralelos (fig. 133). 
Demostremos que entonces en el plano p so tiene una recta, 
paralela a la recta l. Tracemos el plano q a través de la recta 
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I y de un cierto punto M £ p. Entonces, la recta l es parale¬ 
la a la recta l¡, que os la intcrsocción de los planos p y q. 

Demostremos ahora la afirmación recíproca: si en el pla¬ 
no p se tiene una recta paralela a l, l es paralela a p. 



Sea que l es paralela a 1a recta i, <=. p. Supongamos que 
l y p tienen un punto común M 0 . Entonces, M 0 pertenece 
al plano p y al plano q, en el cual están situadas las rectas 

l y l¡ y, por lo tanto, M 0 per¬ 
tenece a la recta i, = p f] 9, 
lo que contradice a la con¬ 
dición. Por consiguiente, la 
recta l y el plano p no tienen 
puntos comunes. 

§ 48. Planos paralelos 

Dos planos p y q se deno¬ 
minan paralelos, si coinciden 
o no tienen puntos comunes. 
Si p y q son paralelos, se 
escribe p || q. Así pues, p || q, 
sí bien p = q o bien p f| q = 
= 0 - 

Teorema 1. Si dos planos paralelos están cortados por el 
tercer plano, las rectas de intersección son paralelas. 

□ Sea que los planos paralelos p, y p t están cortados 
por el plano q, y sea que = p, f| q, h = Pt fl 9 (fig- 134). 
Examinemos el caso sustancial cuando p, y p t son distintos. 
En este caso, las rectas l t y l z no pueden tener puntos comu¬ 
nes, ya que su punto común también sería común para los 
planos p 1 y p 2 . 
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Do este modo, las rectas l, y L están situadas en el mismo 
plano q y no tienen pimíos comunes. Conforme a la defini¬ 
ción l¡ || í 2 . ■ 

Demostremos ahora, el siguiente criterio de paralelismo 
de dos planos. 

Teorema 2. Si dos rectas paralelas que se cortan de un plano 
son paralelas respectivamente a dos rectas de otro plano, estos 
planos son paralelos. 

□ Si los planos p, y p s coinciden, entonces, de ncuerdo 
a la definición, tenemos p ¡ || p 2 . 

Examinemos el caso cuando p, y p 2 son planos distin¬ 
tos. Sea que las rectas a¡ y b¡, que se corlan y pertenecen al 



plano p 2 , son respectivamente paralelas a las rectas a.¡ y b 2 , 
que se cortan y pertenecen al plano p 2 : a¡ || a, y b¡ || b t 
(fig. 135). Demostremos, utilizando «el método a la inver¬ 
sa», que los planos p, y p 2 no se cortan. 

Supongamos que p, y p 2 se cortan y Pi D Pa l - Del 
criterio de paralelismo do una recta y do un plano se dedu¬ 
ce, que a, |1 p 2 , 6, II p 2 y. por lo tanto (véase el teorema 1 
del § 47), «! || / y ó, || l, lo que es imposible, ya que a, y b, 
se intersecan. ■ 

Problema. Construir el plano que pasa por el punto dado 
M paralelamente al plano dado p. 

Tomemos en el plano p dos puntos a l y a t que se cortan 
(fig. 136). Trazamos luego, a través del punto M y la roela 
a¡ el plano p¡, y a través del punto M y la recta a 2 . el pla¬ 
no p 2 . Tracemos en el plano p¡ a través del punto M la 
recta ó, paralelamente a la recta a,. Análogamente, trace¬ 
mos en el plano p 2 a través de M la recta ó 2 || a 2 . El plano 
q, que pasa a través de las rectas que se cortan ó,. í> 2 . será 
el buscado. A 
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Teorcmn 3. A través de un punto, que no está situado en el 
plano dado, se puede trazar un solo plano, paralelo al dado. 

□ Ya está demostrado, que a través del punto M, que 
no está situado en el plano p, se puede trazar el plano q || p. 

Demostremos, utilizando «el método a la inversa», que 
este plano os el único. Supongamos que a través del punto 




M pasan dos planos q y q t . paralelos al plano p (£ig. 137). 
Escojamos en el plano q cierto punto tí, que no pertenece al 
plano q x . Tracemos el plano r a través do los puntos M, R 
y de cierto punto A € p. Del teorema 1 se deduce, que ja 
rocta a => p f) r es paralela a la recta b — q f| r, y a la 
recta b¡ — f| r, lo que es imposible, ya que las recias b 
y ¿q so intersecan en el punto M. ■ 


§ 49. Angulo entre las rectas en el espacio 

Soa que en el espacio están definidas las rectas l y ni. 
Tracemos a través de cierto punto A del espacio las rectas 
l¡ || l y mi II ni (fig. 138). 

Señalemos que el punto A puede ser elegido arbitraria¬ 
mente, on particular, puede situarse en una de las rectas da¬ 
das. Si las rectas l y m se cortan, se puede tomar por punto 
A el punto de intersección de estas rectas (entonces, l x = l 
y m x — m). 

Se denomina ángulo entre las rectas no paralelas l y m la 
magnitud del mínimo de los ángulos adyacentes, formados 
por las rectas que se cortan l x y m¡ (l x || l, m 1 || rn). Se con- 


180 






sidera, que oí ángulo entre las rectas paralelas es igual a 


El ángulo entre las rectas Z y m se denota (Z; m). De 
la dofinición se deduce, que si él se mide en grados, enton¬ 
ces 0 o < (Z; m) < 90°, y si se mide en radianes, 0 < 


< (i; m) < 

Problema. Se da el cubo ABCDA¡B 1 C l D ¡ (fig. 139). 
Hállese el ángulo entre las rectas AB y DC 1 . 



Fig. 138 Fig- 130 

a Las rectas AB y DC X son cruzadas. Puesto que la recta 
DC es paralela a la recta AB. de acuerdo con la definición, 

el ángulo entro las rectas AB y DC¡ os igual u C¡DC. Por 

consiguiente, {AB\ DC¡) =■ 45°. A 

Las rectas ¡ymse denominan perpendiculares , si (¿; ni) = 
= 5-. Por ejemplo, on el cubo (véase la figura 139) la recta 
A¡D X es perpendicular a las rectas DC, DC¡, CC,. 

§ 50. Perpendicularidad de la recta y del plano 


La recta y el plano so denominan perpendiculares, si la 
recta es perpendicular a cualquier recta perteneciente a esto 
plano (fig. 140). 

Si la recta Z es perpendicular al plano p,se escribe Z_Lp. 

Es evidente, que si una recta es perpendicular al plano, 
ella corta esto plano. En efecto, si Z no corta p. I H p. Enton¬ 
ces, en p hay una recta Z' j| Z, lo que contradice a que Ltp. 
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Problema 1. Demuéstrese que por el punto dado M so 
puede trazar una sola recta que sea perpendicular al plano p. 

A Sea quo por el punto M pasan dos rectas distintas l, 
y ¿ 2 que son perpendiculares al plano p (fig. 141). Tracemos 

a través de las rectas inter¬ 
secadas ij y l 3 el plano q y 
examinemos la recta m = 
= p f) ?• Obtendremos, 
que en el plano g están tra¬ 
zadas dos perpendiculares 
a la recta m a través del 
punto M, lo que es impo¬ 
sible. Por consiguiente, 
nuestra suposición no es 
válida. A 

Demostremos, ahora, el 
criterio de perpendiculari¬ 
dad de la recta y del plano. 
Teorema. Si la recta es 
Fig. 140 perpendicular a dos rectas 

intersecadas pertenecientes a 
un plano, esta recta es perpendicular al plana. 

□ Son que la recta NM es perpendicular a dos rectas 
intersecadas y Z 2 del plano p (fig. 142). Se requiere de- 
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mostrar que la recta NM es perpendicular al plano p, es 
decir, os perpendicular a toda recta l a p. 

Tracemos a través dol punto N 6 P las rectas l' t , l‘ t y V 
de manera que l\ |i l ¡, /' || Z 2 y l' || l (fig. 143). Evidente¬ 
mente, es suficiente demostrar que la recta NM es perpen¬ 
dicular a la roela si ella os perpendicular a las rectas l' t y l[. 
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Tomemos en las rectas V. y Z' por distintos lados del pun¬ 
to N cuatro puntos A, B, C, D de manera que 
| AN | =■ | BN | = | CN | = \DN \. 

El cuadrilátero ABCD será un rectángulo, además, 
| AX) | = | BC |. Luego, puesto que la recta NM es per¬ 



pendicular a las rectas AC y BD, entonces | MA | ■= 
= | MC | = | MB 1 =» | MD | (fig. 144). De aquí se deduce 



que los triángulos ADM y BCM son congruentes (por tres 
lados). El punto N os el centro de simetría del rectángulo 
ABCD, y, por lo tanto, ¡ LN \ = \ NK | ¡y 1 LD | = 
= | BK ¡. De la congruencia de los triángulos MLD y MBK 
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se deduce que | ML I = I MK |. Así pues, el triángulo 
MLK es isósceles, y | MN | es su mediana. Por consiguiente, 
la recta NM es perpendicular a la recta KL.M 

Problema 2. Se da el cubo ABCD AC t D¡ (fig. 145). De¬ 
muéstrese que la recta AC es perpendicular al plano de la 
sección BDDiB¡. 

& Puesto que ABCD es un cuadrado, (AC)_\_(BD). Como 
ABCDAyBiCiDi es un cubo, la recta D,D es perpendicular 
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al plano de la base ABCD y, por consiguiente, (Z>i/))J_(A C). 
Las rectas D,D y BD se intersecan y pertenecen al plano de 
la sección BDD,B¡. Según el criterio do perpendicularidad 
de la recta y del plano, la recta AC es perpendicular al plano 
BDD X B X . A 


§ SI. Teorema de las tres perpendiculares 

Sea que del punto M quo no está situado en el plano p, 
está trazada la recta MN perpendicular al plano p , y cierta 
recta MK que corta el plano p, pero no es perpendicular n 
él (fig. 146). La longitud del segmento MN se denomina 
longitud de la perpendicular al plano p, que pasa por el 
punto M. 

La recta MK se denomina oblicua al plano p, y la recta 
NK, donde N £ P y K 6 p, so denomina proyección do esta 
oblicua sobre el plano p. La longitud del segmento MK so 
denomina longitud de la oblicua al plano p, y la longitud del 
segmento NK, longitud de la proyección de esta oblicua. El 
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punto de intersección do la perpendicular MN con el plano 
p se denomina base de la perpendicular , y ol punto de inter¬ 
sección del plano p con la oblicua, base de la oblicua. 

Tienen lugar las siguientes propiedades: 

1) la longitud de la perpendicular MN (fig. 147) al plano 
p es menor que la longitud do cualquier oblicua MK al pla¬ 
no p; 

2) las longitudes de las oblicuas MK y MK, al plano p 
son iguales cuando, y sólo cuando son iguales las longitudes 
de sus proyecciones sobre este plano; 




3) la longitud de la oblicua MK es menor que la longi¬ 
tud do la oblicua MK t al plano p cuando, y sólo cuando la 
longitud de la proyección de la oblicua MK sobro ol plano 
p es menor que la longitud do la proyección de la oblicua 
MK t . 

□ La propiodad 1) se deduce de quo enol triángulo rec¬ 
tangular! la longitud de la hipotenusa es mayor que la 
longitud de cualquier cateto. 

La propiedad 2) se deduce de los criterios de igualdad de 
los triángulos rectangulares. De hecho, si | MK | = | MK, |, 
entonces A MNK ^ AMNK„ y, por lo tanto, | NK \ = 
= | NK, |. Análogamente, si | NK j = | NK, |, A MNK 2 á 
sé AMNK, y f MK | = | MK, |. 

La propiedad 3) so deduce del teorema de l’itágoras. En 
efecto, 

| MK | a = | MN | a + | NK |*, 

( MK 2 | a = \MN |? + \NK¡ | a , 

18 $ 


y, por lo tanto, | MK | < [ MK» | cuando, y sólo cuando 
I NK | < | NK. |. ■ 

La propiedad 1) de la oblicua y de la perpendicular al 
plano hace natural la siguiente definición de la distancia de 
un punto al plano. 

Para cualquier punto M que no esté situado en el plano p. 
la longitud del segmento MN de la perpendicular al plano 
p, N £ p, que pasa por el punto M se denomina distancia 
del punto M al plano p. La distancia del punto M £ p al 
plano p se considera igual a cero. 

Problema f. Los catetos del triángulo rectangular ABC 

(Ó = 90°) son iguales a 4 cm y 3 cm. El punto M se encuen¬ 
tra a la distancia de 1/6 en* del plano del triángulo ABC y 
a la misma distancia de todos sus vértices. Hállese la dis¬ 
tancia del punto M a los vértices del triángulo. 

A La distancia del punto M al plano del triángulo ABC 
es la longitud de la perpendicular trazada por el punto M a 
este plano, y las distancias del punto M a los vértices, son 
las longitudes de las respectivas oblicuas (fig. 148). Puesto 
que | MA | = | MB | = | MC |, las longitudes de las pro¬ 
yecciones de estas oblicuas también son iguales. Por lo 
tanto, la base de la perpendicular MN es el punto medio de 
la hipotenusa del triángulo ABC. Del a ABC tenemos 
| | = V 16-1-9 = 5 (cm). Del ¿ MNA tenemos | MA | = 

= 1/"6,25’+ 6 = 3,5 (cm). A 

Teorema. Para que la recta l cz p sea perpendicular a la 
oblicua al plano p, es necesario y suficiente que la recta l sea 
perpendicular a la proyección de la oblicua (en el plano p). 

E9te teorema se denomina teorema de las tre~ pernendlcu- 
lares. 

□ Sea que (MN)J_p, (MK) es una oblicua, (NK) es una 
proyección sobre ol plano p (fig. 149). Demostremos prime¬ 
ramente la siguiente afirmación (suficiencia): si í_L(N/0, 
l±(MK). 

Puesto que lJ_(MN) y l±.(NK), en virtud del criterio 
do perpendicularidad de la recta y del plano, la recta l es 
perpendicular al plano MNK, y. por lo tanto, l X (MK) 
(en la fig. 146 l [¡ /,)• 

Demostremos, ahora, la afirmación recíproca (necesidad): 
si ¡l (MK). IJ_(NK). 

Como lJ_(MN) y lJ_(MK), la recta l es perpendicular al 
plano MNK y, por consiguiente, l _L (NK). ■ 
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Problema 2. Demuéstrese que la magnitud del ángulo 
entro la oblicua MIC al plano p y la recta AK quo está si¬ 
tuada en el plano p y quo pasa por el pie de la oblicua será 



la mínima, si ( AI<) es la proyección de la oblicua MK sobre 
ol plano p. 

¿ Sea que N es la base de la perpendicular MN al plano 
p. Tracemos del punto N en el plano p la perpendicular NB 
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Fig. 150 

(fig. 150) a la rocta «4 K. Del teorema de las tres perpendicu¬ 
lares so deduce que (MB) J_ (/1/f). De los triángulos rectan¬ 
gulares MNK , M.VB y MBK obtenemos sen M KN = 
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= |~ a7X ; ~ | < Yü'k\ ~ son y, por lo tanto, MKN <. 

< MKB , lo que se requieria demostrar. A 

El ángulo entro la oblicua l al plano p y su proyección 
sobre este plano se denomina ángulo entre la recta l y el 

plano p y so designa (1; p). Si l es la oblicua a p, de acuerdo 
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con la definición 0< (/; p) <-5 . Se considera que (1; p) =* 0, 

s¡ l II P y (íTp ) = si l J_p. 

Así pues, el ángulo entro la recta l y el plano p está defi¬ 
nido en Lodos los casos. Además, siempre 0 ^ (/Pp) -g; ?, 

si el ángulo se mide en radianes yO’^ ((Cp) ^ 00°, si el 
ángulo se mido en grados. 

En la figura 151 se ve quo si l = ( MK) es una oblicua 
al plano p, y rn — (MN) os una perpendicular a p, (l^p) = 

= - (¿fni)- 

Es fácil ver que esta fórmula es válida lambión en otros 
casos, es decir, cuando l \]p o 1. _|_ p. 

Problema 3. Del vértice A del triángulo rectangular 
ABC {C = 90°) está trazada la perpendicular AD a su 
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plano. Hállese la distancia del punto D al cateto BC, si 
\BC \ = m, | DB | = n. 

A Puesto que (/ID) _L p , (DC) es una oblicua (fig. 152) 
y (/1C) es la proyección do osta oblicua sobre oí piano p. 
Sogún el teorema de las tres perpendiculares (DC)J_ (BC), 
ya que (BC) J_(AC) según la condici ón. Del t riángulo rec- 
tangular BCD hallamos: | CD | = \ — m*. Esto es la 

distancia del punto D al cateto BC. A 


§ 52. Angulos diedros 

Recordemos, que cualquier recta l en un plano divide 
el conjunto de todos los puntos del plano, que no pertenecen 
a esta recta, en dos conjuntos, de manera que si los puntos 
M y N portonecen a distintos conjuntos, el segmento MN 
se corta con la recta l, y, si los puntos M y N pertenecen a 
uno do los conjuntos, entonces el segmento MN no so inter¬ 
seca con la recta l. Estos conjuntos se denominan semiplanos 
abiertos con la frontera l. La unión del seiniplano abierto con 
su frontora so denomina semiplano con la frontera l. 

Recordemos también que se denomina ángulo (en el pla¬ 
no) 1a figura constituida por dos rayos con un origen común 
y limitada por una parte del plano por ellos. 

Dos rayos con un origen común limitan dos ángulos con 
lados comunes. Si los lados del ángulo forman una recta, 
tal ángulo se denomina llano. 

Examinemos on ol espacio la figura F formada por dos 
semiplanos diferentes a y p con una misma frontera l 
(fig. 153). Esta figura divide el conjunto do los puntos del 
espacio que no lo pertenecen en dos partes, Il x y // a , para 
las cuales ella es frontera común. Cada una de las figuras 
— H j U F y tí) = H t (J I' se denomina ángulo diedro con 
la arista l y las caras a y (5. 

Todos los puntos de un ángulo diedro, no pertenecientes 
a las caras, forman su región intorior. El ángulo diedro se 
denomina llano, si sus caras forman un solo plano. 

Designemos el ángulo diedro con el signo y con las 
lo tras que indican sus caras y arista. La letra que designa la 
arista del ángulo diedro se pone entre las letras que señalan 
sus caras, por ejemplo: ¿_a.l$. A veces, el ángulo diedro se 
denota brovemento, poniendo solamente la denominación de 
la arista, por ejemplo: ¿_l. 
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Se da el ángulo diedro aZp. Tracemos a través de un punto 
arbitrario O do la arista de este ángulo diedro el plano p 



Fig. 153 



perpendicular a la arista l (fig. 154). Obtendremos el án¬ 
gulo AOB 

AOB = p fl afp. 

Señalemos, que la magnitud do esto ángulo no depende de 
la posición del punto O en la arista l. De hecho, si en la 

arista l escogemos otro pun¬ 
to O t y trazamos otro plano p, 
perpendicular a la arista l, 
la magnitud del ángulo A x O x B\ 
será igual a la magnitud del 
ángulo AOB (fig. 155), ya que 
éstos son ángulos con lados 
codirigidos. 

El ángulo, que es la inter¬ 
sección del ángulo diedro por 
un plano perpendicular a su 
arista, se denomina ángulo 
lineal del ángulo diedro. De 
la definición se deduce, que 
los lados del ángulo lineal 
son perpendiculares a la arista del ángulo diedro. 

Se denomina magnitud del ángulo diedro la magnitud de 
su ángulo lineal. La magnitud del ángulo diedro aZp se desig¬ 
na con affí por ejemplo, aZfl = 30°, aip = 45°, etc. 

El ángulo diedro se denomina agudo, recto u obtuso en 
función de que su ángulo lineal sea agudo, recto u obtuso. 
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Es de señalar, que cualesquiera dos planos p y q que se 
cortan dividen el conjunto de lodos los puntos del espacio, 
no pertenecientes a estos planos, en cuatro conjuntos que no 
se intersecan. Cada una de estas partes se encuentra dentro 
del ángulo diedro respectivo. La magnitud del menor de estos 
cuatro ángulos diedros se denomina ángulo entre los planos 

intersecados dados p, q y se designa con (p; q). El ángulo 
entre dos planos paralelos se considera igual a 0 o . 

De la definición se deduce que 

0' (p^q) < 90°. 

§ 53. Planos perpendiculares 

Dos planos se denominan perpendiculares, si el ángulo 
entre estos planos es recto. Si los planos p y q son perpendi¬ 
culares, se escribe p J_ q. 



Demostremos el siguiente critorio do perpendicularidad 
de los planos. 

Teorema. Si un plano pasa a través de una perpendicular 
a otro plano, estos planos son perpendiculares. 

□ Sea que la recta l está situada en el plano p y os per¬ 
pendicular al plano q. Demostremos que pj_q (fig. 156). 

Tracemos a través del punto N = l f| q en el plano q la 
recta NM perpendicular a la recto k — p f) ?• Entonces, 
¿C.LNM será el ángulo lineal del ángulo diedro formado por 
los planos p y q. Puesto que l±q, este ángulo es recto. Por 
consiguiente, p 1 q. ■ 

Problema. Se da el cubo ABCDA x B x C x Di en el cual está 
construida la sección diagonal BB X D X D (véase fig. 145). 
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Demuéstrese que el plano de la sección diagonal y el plano 
de la base del cubo son perpendicularies. 

& El plano BB,D¡D pasa a través de la recta ( D Ji) que 
es perpendicular al plano de la base del cubo; por lo tanto, 
según el teorema demostrado el plano de la sección diagonal 
y el plano de la base del cubo son perpendiculares. ▲ 

§ 54. Proyección ortogonal de las figuras 

Examinemos un cierto plano p y el punto M. Se deno¬ 
mina proyección ortogonal del punto M sobre el plano p la 
base Af 0 de la perpendicular al plano p trazada a través 



Fig. 157 Fig. 158 


del punto M (fig. 157). En osle caso, el plano p se denomina 
plano de proyección. 

Existe una única perpendicular al plano p trazada a tra¬ 
vés del punto dado. Por lo tanto, para cada punto del espa¬ 
cio existe una única proyección ortogonal M 0 de este punto 
sobre el plano dado. En particular, si M € p, M a = M. 

En adelante, pora ser más breves, hablando sobre proyec¬ 
ciones ortogonales, vamos a usar habitualmente el término 
«proyección», omitiondo la palabra «ortogonal». 

Se denomina proyección de la recta l sobre el plano p el 
conjunto de puntos del plano p quo son las proyecciones 
de los puntos de esta recta. 

Examinemos algunas propiedades de las proyecciones de 
las rectas sobro el plano. 

1) Si la recta l no es perpendicular al plano de proyección, 
su proyección sobre este plano es una recta. 
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□ Si la recta l está situada en el plano p, esta afirmación 
es evidente. 

Sea que la recta l no está situada en el plano p, y sea 
que M„ es la proyección del punto M, que pertenece a l 
y no pertenece a p, sobre el plano p (fig. 158). Tracemos el 
plano q a través do las rectas I y M 0 M. 

Los planos p y q son perpendiculares según el criterio de 
perpendicularidad do los planos. Por consiguiente, la recta 
h — P 0 9 es la proyección de la recta l sobre el plano p. ■ 



Do aquí se deduce quo las proyecciones del rayo y del 
segmento (que no son perpendiculares al plano p) represen¬ 
tan un rayo y un segmento, respectivamonlo. Si l es una 
perpendicular a p, entonces, según la definición, la proyec¬ 
ción de l sobre p será un punto (ol punto de intersección 
de la recta / y el plano p). 

De esta propiedad se deduce, que la definición general de 
la proyección de una recta sobre el plano no contradice a la 
definición de la proyección de una oblicua sobre el plano. 

2) Si la rocta l os paralela al plano de proyección, enton¬ 
ces también es paralela a la recta i,, quo es su proyección. 

□ Realmente, al trazar el plano g (fig. 159) a través de 
las rectas l y í., obtendremos /, = q fl P- Por consiguiente, 

h II l. ■ 

De aquí resulta, quo la proyección de un segmento, pa¬ 
ralelo al plano de proyección, es un segmento congruente 
al dado. 

3) La proyección do dos rectas paralelas, que no son 
perpendiculares al plano de proyección, son las rectas para¬ 
lelas. 
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□ Sea que ol plano q pasa a través de la recta l y do su 
proyección i', y q¡, a través de la recta l v y de su proyección 
l[ (fig. 160). Los planos q y q x son paralólos, ya que son per¬ 
pendiculares al plano p y pasan a través de las rectas parale¬ 
las l y ly Pero entonces, también i || l[ como rectas de 
intersección de los planos paralelos q, q¡ por el pla¬ 
no p. ■ 

De aquí se deduce que las proyecciones de las rectas in¬ 
tersecadas (que no están situadas en un plano perpendicular 
al plano p) se cortan. 

4) La razón de las longitudes de las proyecciones do dos 
segmentos paralelos, que no son perpendiculares al plano do 

proyección, sobre un plano 
dado, os igual a la razón 
do las longitudes de los 
segmentos a proyectar. 

□ En voz de los segmentos 
dados pueden ser examina¬ 
dos los segmentos con¬ 
gruentes a ellos, situados en 
una misma recta. Como la 
recta y su proyección per¬ 
tenecen al mismo plano, la 
afirmación a demostrar se 
deduco del tooremn sobre 
en ol plano. ■ 

Se denomina proyección de la figura F sobre el plano p 
el conjunto de puntos, que son proyecciones do los puntos de 
la figura F sobre este plano. 

Problema 1. Represéntese la proyección del triángulo 
ABC sobro el plano dado p. 

a Si ol plano del AABC(p¡) no es perpendicular al pla¬ 
no p, la proyección del triángulo ABC sobro este plano será 
cierto triángulo AxBxCx (la proyección del segmento es un 
sogmonto) (fig. 161). 

Si pt _L />, la proyección del triángulo dado ABC sobro 
el plano p será el segmento AxC¡ (fig. 162). 

Si Pillp, la proyección del a ABC sobre el plano p será 
AAxByCx A<42?C A- 

Problema 2. Una de las diagonales del rombo ABCD es 
perpendicular al plano dado p. ¿Cuál os la proyección do 
dicho rombo sobre este plano? 

A Sea que [BD\ _L p (fig. 163). 



Fig. 100 

los segmentos proporcionales 
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Entonces, el plano del rombo ABCD (p ,) es perpendicu¬ 
lar al plano p, y la proyección [A 1 C,l do la diagonal AC 
pertenecerá a l = p, fl p. 




Fig. 161 


Fig. 162 


Según la propiedad del rombo [AC 1 _L [BD], do acuerdo 
con la condición ( BD)J_p ; según la definición de la recta, 
perpendicular al plano, (BD) _L l. Entonces, los puntos b\ 



Fig. 163 


Z) y el punto O de intersección do las diagonales se proyectan 
en el punto Z?, (D¡) del segmento A¡C¡. Por lo tanto, la 
proyección del rombo ABCD sobre el plano p es el seg¬ 
mento AjCj. A 


13 * 
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§ 55. Area de la proyección de un polígono 

Recordemos, que se donomina ángulo entre la recta y el 
plano el ángulo entre la recta dada y su proyección en el 
plano (fig. 164). 

Teorema. El área de la proyección ortogonal de un polí¬ 
gono sobre el plano es igual al área del polígono a proyectar, 
multiplicado por el coseno del ángulo, formado por el plano 
del polígono y el plano de la proyección. 



Fig. 104 



□ Todo polígono puede ser dividido on triángulos, cuya 
suma de las áreas os igual al área del polígono. Por lo tanto, 
es suficiente demostrar el teorema para el triángulo. 

Sea quo &ABC se proyecta sobre el plano p. Examine¬ 
mos dos casos: a) uno de los lados del A ABC es paralelo al 
plano p; b) ninguno de los lados del ¿±ABC es paralelo a p. 

Examinemos el primer caso: sea que \AB] || p. 

Tracemos a través de (AB) el plano p, || p y proyectemos 
orlogonalmentc A ABC sobre p l y sobre p (fig. 165); obten¬ 
dremos A^l BC¡ y fsA'B'C. Según la propiedad de la pro¬ 
yección tenemos qu o &ABC¡ s* B'C' y, por lo tanto 

S-, a na = Sa'B’c '• 

Tracemos \CD X \±.[AB] y el segmento DjC,. Entonces, 
U.MB] y CD^t = <p es la magnitud del ángulo entre 
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oí plano del AABC y el plano p¡. Por lo tanto, 

S&AUCI = -7- I AB | • | C t D , | =-^- 1 /1Z7 | • | CD t | - eos <|> = 

— S A ABC eos tp, 

y, por consiguiente, S^a-vc- = 5 ÍC eos <p. 

Estudiemos el segundo caso. Tracemos el plano p i || p 
por aquel vértice dei A ABC, cuya distancia al plano p 
os la ininima (supongamos que es el vértice A). Proyectemos 
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el A ABC sobre los planos p, y p (fig. 1661; sean sus proyec¬ 
ciones respectivamente /±AB,C, y aA'B'C' . Sea que (BC) f) 
f] Pi = D. Entonces 

R i A'H'C = S¿AHlCl OCl — &£, ADIIi ~ 

= (5^,100— S ¿adb) eosq> = 5^^ B ceos<p. ■ 

Problema. Por ol lado de la base de un prisma triangular 
regular está trazado un plano bajo el ángulo <p = 30° respec¬ 
to al plano de su base. Hállese el área de la sección formada, 
si el lado de la base del prisma a = 6 cm. 

- Ilustremos la sección del prisma dado (fig. 167). 
Puesto que el prisma es regular, sus aristas laterales son 
perpendiculares al plano de la base. Esto quiero decir, quo 


197 


¿\ABC es la proyección del ¿±ADC, por lo tanto 


ó 


S£_ ADC = 


^ A ABC 

eos <f 


a-a 

4 eos <p 


>A ADC • 


6C'V3 

*-£ 


= 18 (cm*). 
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§ 56. Angulos triedros y poliedros 

Sean dados el A ABC y ol punto 5, que no pertoncco al 
plano del triángulo (fig. 168). Se denomina ángulo triedro 
la agrupación de todos los rayos, que tienen un origen co¬ 
mún en ol punto S y corlan ol triángulo dado (fig. 169). El 
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punto 5 se denomina vértice del ángulo triedro, y los rayos 
54, SB, SC, sus aristas. Los ángulos >156, BSC, CSA se 
denominan caras del ángulo triedro o sus ángulos planos. 
La magnilud de cada uno de ellos portenoco al intervalo 
]0°; 1801. 

En general, si se dan el polígono ABC ... N y el punto 
5, que no pertenece al plano del polígono, entonces la unión 
de todos los rayos que tienen su origen común en el punto 5 
y cortan el polígono dado (fig. 170), se denomina ángulo 
poliedro. El punto S se donoraina vértice del ángulo poliedro, 
los rayos 54, 56, . . ., SN, sus aristas. Los ángulos 456, 
BSC, . . ., so denominan caras del ángulo poliedro o sus 
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ángulos planos ; la magnitud de cada uno de sus ángulos pla¬ 
nos pertenece al intervalo ]0°; 180°(. Los ángulos poliedros 
se denominan triedros, tetraedros, etc, en función del número 
de caras. El ángulo poliedro se designa bien con una letra, 
que denota el vértice, o bien con varias letras que señalan 
el vórtico y los puntos en cada arista. 

El ángulo poliedro se denomina convexo, si se encuentra 
por un lado del plano de cada una de sus caras. Do lo con¬ 
trario, el ángulo poliedro se denomina no convexo. En la 
figura 171 está presentado un ángulo pontaedro no convexo. 




Fig. 170 Fig. 171 

El ángulo poliedro convexo se denomina regular, si todas 
sus caras y todos sus ángulos diedros son congruentes. 

Ex ami nomos los propiedades de los ángulos triodros 
y poliedros planos. 

Teorema 1. La magnitud de cada ángulo plano de un 
ángulo triedro es menor que la suma de las magnitudes de sus 
otros dos ángulos planos. 

□ Sea que se da ol ángulo de tres caras SABC. Designe¬ 
mos con a, p, y (fig. 172) las magnitudes de sus ángulos 
planos. Sea que y es la máxima. Es suficiente demostrar que 
V < a + p. 

Tracemos en el plano de la cara ASB el rayo SM de 

manera que ASM = ASC = p. Sea que N es el punto 
de intersección del segmento AB y el rayo SM. Tracemos 
en el rayo SC tal segmento SD, que | SD | = |5A r |. Enton¬ 
ces, A ASD Sá A ASN por dos lados y por el ángulo entre 
ellos. 
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En el ¿¡ADR 

| AD | + \DR j > | AIS I, 
y según la construcción 

| AB | = | AN | -+■ | ND | y | AD | = | AN |. 

Por consiguiente, | DB \ > \ NR |. 

Expresemos, ahora, | DB | y | BN | de los triángulos 
BSD y BSN, aplicando el toorema del coseno: 

| BD | 2 = | BS | ! »+ | DS p - 2 | BS \ • | DS \ • eos a, 

| BN |f = | BS |*+ | NS |»-2 | BS | eos NSB. 

Puesto que | DS | = | NS | y | DB | > | NB |, eos a < 
< eos NSB, y, por lo tanto, NSB < a. Entonces, 

ASN + NSB ó v< a + P- ■ 

Del tooroma demostrado so deduce diroctameute, que la 
magnitud de coda ángulo plano de un ángulo triedro es mayor 


s 
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que la diferencia do las magnitudes de sus otros dos ángulos 
planos, por ejemplo, a > y — p, P>y — «- 

Teorema 2. La suma de las magnitudes de todos los tres 
ángulos planos de un ángulo triedro es menor de 360“. 

□ Sea que se da el ángulo triedro SABC( fig. 173). Si 
a través do los puntos A, B, C se traza uu plano, obten¬ 
dremos otros tres ángulos triedros: ASBC, BSAC y CSAB. 
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Apliquemos ¡i carta uno rto olios ol teorema de la suma 
de las magnitudes de dos ángulos planos del ángulo triedro: 


SAB + SAC>BAC, SBC + SBA>ABC , 

SCA + SCB > ACB. 

Sumando término a término estas desigualdades, obten¬ 
dremos 

SAB + SAC+ SBC + SBA + SCA + SCB > 

> BAC + ABC + ACB , 

y puesto que la suma do las magnitudes de los ángulos 
interiores del triángulo es igual a 180*', en toncos 

(SAC + SCA)A- (SCB + SBC) + (SAB-\-Sb'a)> 180°. (1) 

Designemos ASC = a. BSC = fl. ASB = y, entóneos 
do los triángulos ASC, ASB. BSC tenemos 

SCA + s'aC^ 180° —a, 

SCB + SBC = 180* — (i, 

SAZ?+ SZDÍ = 180°-y. 


Ahora, la desigualdad (1) loma la forma 

18 ( 1 ° — a + 180 ° — p + 180 ° — y > 180 °. 

de donde resulta que 

cc + P + y < 360°. ■ 

Dividiendo el ángulo poliedro convexo en ángulos triedros, 
se puede demostrar la siguiente afirmación. 

La suma de las magnitudes de todos los ángulos planos 
del ángulo poliedro convexo es menor de 360°, y cada ángulo 
plano es menor que la suma de los demás ángulos planos. 
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§ 57. Prisma 

Si a través de cada punto de una línea quobrada plana 
so trazan rectas, que sean paralelas a la dirocción dada, la 
cual no es paralela al plano do la línea quebrada, obtenedre- 
inos una superficie prismática infinita (fig. 174). 

Si a través de cada punto de un polígono se trazan rectas 
que sean paralelas a la dirección dada, la cual no es paralela 
al plano del polígono, obtendremos un prisma infinito. 




Dos planos paralelos cualesquiera, que no son paralelos a la 
dirección olegida, cortan do olla un polígono denominado 
prisma (fig. 175). Las partes de los planos paralelos, cortados 
por una superficie prismática, so denominan bases del prisma. 

Las caras laterales del prisma representan paralologra- 
raos, y su unión constituyo la superficie lateral del prisma. 
Los lados comunes do los paralelogramos se denominan 
aristas laterales del prisma, y los lados de la base se denomi¬ 
nan a voces aristas de la base. 

Los prismas se denominan triangulares , cuadrangulares, 
pentagonales , n-angulares en función del número de vértices 
del polígono quo forma la base (fig. 176). El segmento 
que une dos vértices del prisma, no situados en una misma 
cara, se denomina diagonal del prisma. Es evidente, que el 
prisma triangular no tiene diagonales. Aplicando el método 
de inducción matemática se puede demostrar, que el número 
de diagonales del prisma «-angular os igual a n ( n — 3). 
Por ejemplo, el prisma cuadrangular tiene 4 -(4 — 3) =4 
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(fig. 177), en tanto qne el pentagonal, 5-(5—3) =10, 
diagonales- El plano que pasa por dos aristas latorales del 
prisma, no situadas en una misma cara, so denomina plano 



Fig. 170 

diagonal (fig. 178). El sogmenlo de una perpendicular, 
trazado de uii punto cualquiera de la base superior al 
plano do la baso inferior, so denomina altura del prisma. 
El prisma, cuyas aristas laterales son perpendiculares a los 



planos de las basos, se denomina recto (fig. 170). Si las 
aristas laterales del prisma no son perpendiculares a los 
planos de las bases, el prisma se denomina oblicuo. El 
prisma recto, que tiene por base un polígono regular, se 
denomina regular. 

Se denomina sección perpendicular del prisma (fig. 180), 
la proyección de las basos de éste sobre el plano perpendicular 
a las aristas del prisma. Es evidente, que la sección perpendi¬ 
cular dol prisma es un polígono, que so obtiene en la sección 
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del prisma infinito correspondiente, por nn plano perpendi¬ 
cular a las aristas del prisma. 

Teorema. El úrea de la superficie lateral del prisma es 
igual al producto del perímetro de la sección perpendicular 



W«f- 178 Fig. 170 

por la longitud de la arista lateral del prisma, es decir, 
Si., -P-l, 

donde P es el perímetro de la sección perpendicular, u l, la 
longitud de la arista lateral. 


c, 



P'g- 180 Kig. 181 


□ llagamos la demostración para el prisma triangular 
(véase fig. 180). 

Sea que A'ít'C es una sección perpendicular del prisma 
dado. Puesto que (,1'/T) _L (BU,), lYD'] es la altura do! 
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paralelogramo ADR,A,. Su área es igual a 
Sahii¡a, — I A'B' | - i. 

Análogamente, 

Suecos = I PC' 1 • /, S ACClAl — I A'C' | • l. 

Por consiguiente, 

S u t . = (I A'B' | + | íi'C' | + | A'C |)./ = />•/. ■ 

Se denomina paralelepípedo ei prisma quo tiene por base 
un paralelogramo. De la definición se deduce, que todas las 
caras del paralelepípedo son paralelogramos (íig. 181). Para 



el paralelepípedo os válido el siguiente teorema: el punto 
medio de la diagonal del paralelepípedo es su centro de sime¬ 
tría. Do esto toorema se deduce quo las caras opuestas ilel 
paralelepípedo son congruentes de dos en dos y paralólas, 
y todas las diagonales del paralelepípedo so intersecan en un 
punto, que las divide por la mitad (fig. 182). 

So donomina recto, el paralelepípedo cuyas aristas late¬ 
rales son perpendiculares al plano de su base. Las caras late¬ 
rales del paralelepípedo recto son polígonos (fig. 183). So 
denomina paralelepípedo rectangular, el paralelepípedo recto, 
cuyas bases son rectángulos. Todas las caras del paralelepí¬ 
pedo rectangular son rectángulos. Se denomina cubo, el 
paralelepípedo rectangular, cuyas tres aristas procedentes 
de un mismo vórtice son congruentes. Así puos, todas la caras 
del cubo son cuadrados congruentes. 
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§ 58. Pirámide y pirámide truncada 

El lector ya tiene una idea sobre la pirámide, del curso 
de geometría del octavo grado. Recordemos, cómo se puede 
construir una pirámide. Construyamos en el plano p un 

polígono cualquiera, por ejem¬ 
plo, el pentágono ABCDE. 
Tomemos el punto S fuera 
del plano p. Al unir por me¬ 
dio de segmentos el punto S 
con todos los puntos del polí¬ 
gono, obtendremos la pirámi¬ 
de SABCDE (íig. 184). El 
punto S se denomina vértice , 
y el polígono ABCDE, base 
de esta pirámide. De este mo¬ 
do, la pirámide con el vérti¬ 
ce S y la base ABCDE es una 
unión de todos los segmentos 
15ATI, donde M € ABCDE. 

Los triángulos SAB, SBC, SCD, SDE, SEA se deno¬ 
minan caras laterales do la pirámide, los lados comunes de 
las caras laterales 5A, SB, SC, SD, SE se denominan 
aristas laterales. 



S 



Fig. 185 

Las pirámides se denominan triángulares, cuadrangulares, 
n-angulares en función dol número de lados de la base. 
En la figura 185 están ilustradas las pirámides triangular, 
cuadrangular, hexagonal. 

El plano que pasa a través del vértice de la pirámide 
y de la diagonal de la base so denomina diagonal, y la sección 
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obtenida, socción diagonal. En la figura 180 una do las 
secciones diagonales de la pirámide hexagonal está rayada. 

Se denomina altura de la pirámide el segmento de la per¬ 
pendicular trazado a través del vértice de la pirámide al 
plano de su base (los extromos de este segmento son el vértice 
do la pirámide y la base de la perpendicular). 

La pirámide se denomina regular, si la base de la pirámido 
es un polígono regular y el vértice de la pirámide se proyecta 
a su centro. 

Todas las caras laterales do la pirámide regular son 
triángulos isósceles congruentes. Todas las caras laterales 
do la pirámide regular son congruentes. 

La altura do la caro lateral de la pirámide regular trazada 
de su vértice so donomina apotema de una pirámide. Todas 
los apotemas do la pirámide regular son congruentes. 

Si designamos un lado do la baso con a, y la apotema, 
con fe,-el ároa do una cara lateral de la pirámide es igual 
a ^ah. 

La suma do las áreas de todas las caras laterales do la 
pirámide se denomina área de la superficie lateral de la 
pirámido y se designo con t .- 

Puesto que la superficie lateral de la pirámide regular 
consta de n caras congruentes, entonces 

c 1 Ph 

O lat = — a/m = ~2~' 

donde P es el perímetro de la baso do la pirámide. Por consi¬ 
guiente, 


os docir, el área de la superficie lateral de la pirámide regular 
es igual a la mitad del producto del perímetro de la base por 
la apotema. 

El área de la superficie total do la pirámido se calcula 
según la fórmula 

S — S tu,, -f- Siat. 

El volumen de la pirámide os igual a un tercio dol pro¬ 
ducto del área de su base S bai por la altura //: 

V = ±-S bm H. 
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La deducción de esta y do algunas otras fórmulas so dará 
en uno do los capítulos posteriores. 

Construyamos ahora una pirámide, por otro método. Sea 
dado un ángulo poliedro, por ejemplo, do cinco caras con el 
vértice S (fig. 187). Tracemos el piano p de manera que in¬ 
terseque todas las aristas del ángulo poliedro dado en distin¬ 
tos puntos A, li, C, D, E (fig. 188). Entonces, la pirámide 

s S 




SABCDE puede sor considerada como la intersección del 
ángulo poliedro y el semiospacio con la frontora p, que con¬ 
tieno ol vértice S. 

Es evidente que ol número de todas las caras de la pirá¬ 
mide puedo ser arbitrario, pero no menor de cuatro. Cuando el 
ángulo triedro so corta por un plano, obtenemos una pirá¬ 
mide triangular de cuatro caras. Cualquier pirámide triangu¬ 
lar so donomina a veces tetraedro. 

La pirámide truncada puede ser obtenida, si la pirámide 
se corta por un plano paralólo al plano do la base. En la 
figura 189 se ofrece una pirámide cuadrangular truncada. 

Las pirámides truncadas se denominan también triangu¬ 
lares, cuadrangulares, n-angulares en función del númoro de 
los lados do la base. De la construcción de la pirámide trun¬ 
cada so deduce que ella tiene dos bases: superior o inferior. 
Las bases de la pirámide truncada reprosentan dos poliedros 
cuyos lados son paralelos de dos en dos. Las caras laterales 
de la pirámide truncada representan trapecios. 

Se donomina altura de la pirámide truncada el segmento 
de una perpendicular trazado de un punto cualquiera do la 
base superior al plano de la base inferior. 
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Se denomina pirámide truncada regular la parto de la 
pirámide regular, comprendida entre la baso y el plano de la 
sección paralelo a la base. La altura de la cara lateral de 
la pirámide truncada rogular (dol trapecio) se denomina 
apotema. 

Se puede demostrar que las aristas laterales do la pirámide 
truncada regular son congruentes, asi como todas las caras 
laterales y todas las apotemas. 



Fig. 188 


Fig. 180 


Si en la pirámide n-angular truncada regular se designan 
con a y b„ las longitudes de los lados de las baset superior 
e inferior y con h, la longitud de la apotema, el área de cada 
cara lateral de la pirámide es igual a 

±(a + b„)h. 

La suma de las áreas de todas las caras laterales de la 
pirámide se denomina área de su superf icie lateral y se designa 
con S lat . Es evidente, que para la pirámide n-angular 
truncada regular 

(« + *».)«• 

Puesto que na = P y nb n = P¡ son los perímetros de 
las bases de la pirámide truncada, 

5 , ut=4-< P+í> « )A ’ 
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es decir, el área de la superficie lateral de la pirámide truncada 
regular es igual a la mitad del producto de la suma de los 

perímetros de sus bases por la 
apotema. 

Teorema. Si la pirámide se 
corta con un plano paralelo a la 
base, 

1) las aristas laterales y la 
altura se dividirán en partes pro¬ 
porcionales-, 

2) en la sección se obtendrá un 
polígono semejante a la base-, 

3) las áreas de la sección y de 
la base se relacionan como los 
cuadrados de sus distancias del 
vértice. 

□ Es suficiente demostrar el 
teorema para la pirámide trian¬ 
gular. 

Puesto que los planos para¬ 
lelos se cortan por un tercer 
plano por las rectas paralelas, entonces (AB) || (4,5,), 
(BC) || (B t C t ), (AC) || (A,C X ) (fig- 190). 

Las rectas paralólas dividen los lados del ángulo en 
partes proporcionales, y por lo tanto, 



Fig. 190 


\SA | 

1 S»| 

1 SC | . 

l-s/i, i 

1 5», | 

~ l-SC, 1 ’ 

por consiguiente, &SAB 

co A, SA x Bi y 

\Al¡ 1 _ 1 

sn i . 

M.flil I5»,l ’ 

&SBC co SBiCi y 



1 BC i 

1 SB | 

|SC| 

1 ¡hC t 1 

15», 1 

1 SC t 1 • 

Así pues, 

1 AB | 

1 BC | 

1 AC | 

1 A X B X I 

1 »,c, 1 

1 A,C t | • 


Los respectivos ángulos de los triángulos ABC y A l B x C 1 
son congruentes, como ángulos con lados paralelos e igual- 


210 




mente dirigidos. Por lo tanto 

l\ABC oo ¿^A l B l C ¡ . 

Las áreas de los triángulos semejantes se relacionan como 
los cuadrados de los lados respectivos: 


Sa,b,c | I 


I AH I» 
A,¡I, |* 


pero 


I A li | _ | SI/ I 
MiI I SWI | 


Por consiguiente. 


S AB c I SU I» 

¿M.n.c, \SHy \‘- 


§ 59 •. Poliedros 

La mayoría de los minerales tienen una estructura crista¬ 
lina en forma de diversos poliedros. 

Desde los tiempos más antiguos en la creación técnica 
del hombre predominan las formas espaciales más sencillas, 
o sea, los poliedros; sirven de ojomplo las pirámides de 
Egipto, numerosas torres, edificios y distintas obras de inge¬ 
niería. 

Domos la definición general del poliedro convexo. 

El conjunto do puntos del espacio se denomina acolado , 
si existe tal númoro M, que | AB | ^ M para cualesquiera 
puntos A y 13 de este conjunto. 

Ejemplos de conjuntos acotados son la esfera, el cilindro, 
el cono, la pirámide, el prisma; cualquier conjunto de puntos 
del especio, que es una unión o intersección del número 
finito de los conjuntos anteriorraonle citados, también sorá, 
evidentemente, un conjunto acotado. 

El punto M del espacio se denomina punió de frontera 
del conjunto, si en cualquier esfera con el centro en el punto 
M se comprenden tanto los puntos pertenecientes a osle con¬ 
junto, como los no pertenecientes. El conjunto de todos los 
puntos de frontera del conjunto dado se denomina su fron¬ 
tera. 

El conjunto se denomina cerrado, si contiene todos los 
puntos de frontera. El conjunto se denomina abierto, si no 
lo pertenece ninguno de los puntos de frontera. 
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Ejemplos de conjuntos cerrados son el semiespacio, el 
ángulo diedro y la esfera. Las fronteras de estos conjuntos 
son el plano, la unión de dos semiplanos y la esfera respecti¬ 
vamente. 

El conjunto de puntos del espacio so denomina convexo, 
si para dos de sus puntos cualesquiera, el segmento que les 
une pertenece a esto conjunto. 

Ejemplos de conjuntos convexos son la osfora, el cilindro, 
lo pirámide triangular, el semiplano, ol ángulo triedro. 
De ellos la esfera, el cilindro y la pirámide triangular son, 
además, conjuntos acotados. El semiplano y el ángulo diedro 
son conjuntos no acotados. 

El conjunto abierto, acotado convexo de ¡os puntos del 
espacio se denomina poliedro abierto convexo, si su frontera 
es una unión de un número finito de los polígonos denomi¬ 
nados caras del poliedro dado. 

La unión del poliedro abierto convexo y de su frontera 
se denomina poliedro cerrado convexo o simplemente poliedro 
convexo. 

La frontera del poliedro se denomina superficie del po¬ 
liedro. El área de la superficie del poliedro os igual a la 
suma de las áreas de todas sus caras. 

§ 60 *. Poliedros regulares 

El poliedro convexo se denomina regular, si todas sus 
caras son poliedros regulares congruentes, y todos sus ángulos 
poliedros son congruentes y regulares. 

De la definición se deduce, que todos los ángulos diedros 
del poliedro regular son congruentes, así como son congruen¬ 
tes todos los ángulos planos y todas sus aristas. Se puede 
demostrar el teorema: 

En cualquier poliedro regular se puede inscribir una esfera 
y alrededor de cualquier poliedro regular se puede circunscribir 
una esfera, además, los centros de estas esferas coinciden. 

El centro común do las esferas inscrita y circunscrita 
dol poliedro regular se denomina centro de este poliedro. 

La frontera del poliedro regular es la superficie cerrada, 
que representa la unión do todas sus caras. 

Los poliedros regulares eran conocidos ya en la Grecia 
Antigua (en el siglo V a.n.e.). Fueron mencionados por pri¬ 
mera vez por Platón, desde outonces obtuvieron el título de 
los cinco cuerpos de Platón. El famoso libro «Principios» 
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do Euclides comenzaba por la descripción de la construcción 
dol triángulo regular y terminaba con la descripción do los 
cinco "cuerpos poliedros regulares. 

Hasta hoy día los poliedros regulares han conservado 
sus denominaciones griegas. 

1. El cubo. Sea que en el sistema rectangular de coorde¬ 
nadas Oxyz están definidos .por medio de sus ecuaciones seis 




planos: x = Oy x = a, y •= 0 y y = a, z = 0 y z = a 
Examinemos la intersección de seis semiplanos: x ^ 0. 
a, y ^ 0, y ^ a, z > 0, z ag; a. 

Es fácil ver que el cubo ABCDAiBiCyDj (fig. 191) es 
la intersección de los seis semiplanos. La frontera do esto 
poliedro está constituida por seis cuadrados congruentes; 
los ángulos poliedros son en cada vértice triedros y congruen¬ 
tes, asi como son también congruentes todos sus ángulos 
planos y todos los ángulos diedros. Por consiguiente, el 
poliedro obtenido es regular y se denomina hexaedro regular 
(denominación griega) o cubo. Es de señalar que cualquier 
paralelepípedo os un hexaedro. 

2. Tetraedro regular. Los vórtices A, B,, C, D¡ dol cubo 
ABCDAyByCyDy no están situados en un mismo plano y, por 
consiguiente, son vértices de cierto tetraedro. Es fácil ver, 
que los cuatro triángulos regulares congruentes (fig. 192) 
son frontera dol tetraedro obtenido AB,CD-, 

£,AB,C ACD X AD x B x a*A B x CD x 
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(ya que todos sus lados representan diagonales de los cuadra¬ 
dos congruentes). Los ángulos poliedros on cada vértice del 
tetraedro son triedros y congruentes; también son congruentes 
todos los ángulos planos y todos los ángulos diedros. Por 
consiguiente, el poliedro obtenido es regular y se denomina 
tetraedro regular. 

3. Octaedro regular. Construyamos en un sistema rectan¬ 
gular de coordenadas seis puntos: A (a; 0; 0), B (0; a\ 0), 



El octaedro MABCDN será la intersección de ocho 
seiniospacios. limitados por los planos ( MAB ). (MBC), . . ., 
. . ., (A r DA), que contienen el punto O. Su frontera consta 
de ocho triángulos regulares congruentes (sus lados son 
congruentes como las hipotenusas de los triángulos rectangu¬ 
lares congruentes). Todos sus ángulos poliedros son de cuatro 
caras, rogulares y congruentes. Por consiguicnto, el octaedro 
obtenido os regular. Tal octaedro se denomina octaedro 
regular («octaedro» significa «poliedro do ocho caras trian¬ 
gulares»). Existen también octaodros no regulares, por ejem¬ 
plo, la b¡pirámide cuadrangular regular (fig. 194) (todas las 
caras de la bipirámide cuadrangular regular son triángulos 
isósceles). 

4. Icosaedro regular. La frontera de esto poliedro está 
constituida por veinte triángulos regulares congruentes 
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(fig. 195). El icosaedro regular tiene doce ángulos de cinco 
caras regulares congruentes. Todos sus ángulos diedros son 
congruentes, así como todos sus ángulos planos («icosaedro» 
traducido del griego quiere decir «poliedro de veinte caras»). 

5. Dodecaedro regular. La frontera de este poliedro está 
constituida ior doce pentágonos regulares congruentes 




(fig. 196). El dodecaedro regular tiene veinte ángulos trie¬ 
dros regulares congruentes. Todos sus ángulos diedros son 
congruentes, así como son congruentes todos los ángulos 
planos («dodecaedro» traducido del griego significa «poliedro 
de doce caras»). 

Está demostrado que existen sólo cinco poliedros conve¬ 
xos regulares. 

Problemas para el capítulo IV 

4.1. ¿Cuántos planos se pueden trazar en el espacio a través: a) 
de un punto; b) de dos puntos distintos; c) de tres puntos distintos 
que no están situados en una misma recta; d) de tres puntos distintos; 
c) de cuatro puntos? 

4.2. ¿Cuántos planos se pueden trazar en el espacio a través: 
n) ile una recta; b) de dos rectas intersecados; c) de dos rectas arbi¬ 
trarias? 

4.3. ¿Cuántos planos se pueden trozar en el espacio a través: a) 
do una recta y un punto; b) do dos rectas intersecadas y un punto? 

4.4. En el espacio se dan cuatro puntos, ninguno do los tres de 
ellos pertenecen a una misma recta. A través de cada par de puntos 
dados está trazada uno recta. ¿Cuántas rectas de éstas se pueden trazar? 

4.5. F.n el espacio se dan cuatro puntos, ninguno de los tres do 
ellos pertenecen a una misma recta. A través de cada tres do estos 
puntos está trazado un plano. ¿Cuántos planos de éstos se pueden 
trazar? 
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4.G. ¿Es valida la afirmación: si la recta 1, corta la recta l 2 , 
y la recta l a corta la recia la recta i, corta la recia f a ? 

ó.7. ¿13s válida la afirmación: si las rectas l,. U son cruzadas 
y tas rectas 1,, l a también lo son, entonces son cruzadas l, y 1 3 ? 

ó.8. ¿Cuantos pares de aristas cruzadas, es decir, de aristas 
situadas en las rectas cruzadas, hay en la pirámide triangular? 

4.!). ¿Cuantos pares de aristas paralelas y cruzadas hay en el 
paralelepípedo? 

4.10. Demuéstrese, que a través de dos rectas paralelas pasa un 
solo plano. 

4.11. ¿Como construir una recta que se cruza con: 

a) cada una de dos rectas intersecadas; 

M cada una de dos rectas paralelas? 

4.12. ¿Cuántos planos, paralelos a la recta i, se pueden trazar 
a través del punto dado A, fuera de esta recta? 

4.13. La recta l es paralela al plano p. ¿Cuántas rectas paralelas 
a la recta l se pueden trazar en el plano />? ¿Cuál es la posición recí¬ 
proca do todas estas rectas? 

4.14. Se sabe que la recta l es paralela a la recta m, la cual es 
paralela al plano p. ¿Será la recta l paralela al plano pl 

4.15. Sea que la9 rectas I V m son paralelas, y a través de cada 
una do ellas está trazado un plano. Demuéstrese que si estos planos 
se intersecan. la recta de su intersección es paralela a las rectas l y m. 

4.16. Demuéstrese que si un plano interseca una de las dos rectas 
paralelas, él interseca la otra. 

4.17. Demuéstrese que si una recta corla uno do los planos para¬ 
lelos. ella corta también el otro. 

4.18. Demuéstrese que si el plano p, es paralelo al plano p,, 
y p, es paralelo al plano p a , p, es paralelo a p,. (Propiedad de tran- 
sltlvidad). 

4.19. Demuéstrese que los segmentos de las rectas paralelas 
comprendidos entre planos paralelos, tienen longitudes iguales. 

4.20. Construyase un plano que pase a través de la recta dada l 
paralelamente a la recta m (las rectas l y m so cruzan). 

4.21. So da el cubo ABCDA X B.M X D¡. Hállese el ángulo entre 
las rectas: a) AD y BB,; b) AD y A X Ó X \ c) AC y B X D X \ d) AC y A,D,. 

4.22. Demuéstrese, que si dos rectas son perpendiculares n ur 
mismo plano, estas rectas son paralelas. 

4.23. Demuéstrese que si dos planos son perpendiculares n una 
misma recta, estos planos son paralelos. 

4.24. Los segmentos AB y BC son lados del cuadrado ABCD. 
A través de las rectas AB y BC están trazados los planos p¡ y p, respec¬ 
tivamente. La recta l es la línea do intersección de los planos p, y p», 
además, í ± (AB). Demuéstrese que (AB) j. p t . 

4.25. El punto O es el centro del cuadrado ouu el lado mi. El seg¬ 
mento OM es iicrpendicular al plano del cuadrado, | OM \ = . 

¿t 

Hállese la distancia del punto M al vértice del cuadrado. 

4.26. Hállese la distancia del punto M al plano del triángulo 
equilátero, si el lado de este triángulo es igual a3 /3 en, y la distan¬ 
cia del punto a cualquiera de los vértices del triángulo es igual a 5 cm. 

4.27. Hállese el conjunto de todos los puntos del espacio, equi¬ 
distantes de tres puntos dados. 
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4.28. En el triángulo rectangular isósceles ABC las catetos son 
iguales a a cm. Del vértice del ángulo recto C trazamos al plano del 
A ABC la perpendicular CD, además. | CD | = 2a cm. Hállese la 
distancia del punto O a la hipotenusa AB. 

4.29. Los catetos del triángulo rectangular ABC son iguales a 
4 cm y 3 cm. A través del vértice del ángulo recto C del triángulo 
trazamos la perpendicular n al plano ABC. Hállese la distancia del 
punto M g n a la hipotenusa del triángulo, si | MC | = 2,6 cm. 

4.30. Si las caras de un ángulo diedro sirven (le prolongación 
a las caras del otro, tales ángulos diedros se denominan verti¬ 
cales. Demuéstrese que los ángulos diedros verticales son congruen¬ 
tes. 

4.31. La perpendicular MA está trazada del punto M de una 
circunferencia al plano de un círculo, limitado por esta circunferen¬ 
cia. Del punto M se trazó el diámetro MB\ |BC] es una cuerda arbi¬ 
traria. El punto A está unido con los puntos B y C. Determínese la 
forma del triángulo ABC. 

4.32. Demuéstrese que si los planos p y q son perpendiculares, 
y la recta ¡cp es perpendicular a la recta m = p q, entonces 
I 1 q. 

4.33. Sean dados tres planos p. q. r. que se cortan do dos en do9. 
Demuéstrese que si p 1 r y q J_ r, la recta m = p f! q es perpendicu¬ 
lar al plano r. 

4.34. Demuéstrese, que si el plano es perpendicular a uno do 
los dos planos paralelos, es también perpendicular al otro. 

4.35. Se denomina btsector el scmiplano, que tiene por su arista, 
la arista del ángulo diedro y que lo divido en dos partes congruentes. 
Demuéstrese que los scmiplanos bisectores de dos ángulos adyacentes 
son perpendiculares entre sí. 

4.36. Indíquese en el modelo del cubo ABCDA l B i C l D l las pro¬ 

yecciones de las siguientes figuras sobro el plano de la cara 
AA L B,B: \AD], (£,£>]. 'A C X CD, A A CD, del cuadra¬ 

do BBtCiC. 

4.37. Se da el cubo ABCDA,B,<7,D t . a) Hállese la proyección 
del punto M 6 (BiCil sobre los planos de las coras ABCO, AA X D,D, 
AA,B,B. b) Hállese la proyección del punto N — [DC t \ f] [CD,] 
sobre los planos de las caras señaladas. 

4.38. ¿Cuáles son las proyecciones de dos recias lj y l t sobre el 
plano p, si: 

a) las rectas Z, y 1, se cortan; 

b) las rectas Z, y í, se cruzan; 

c) las rectas I, y l. son paralelas? 

Examínense todos los casos posibles. 

4.39. Los puntos A y B pertenecen al plano p; los segmentos 

congruentes AA, y BB, son perpendiculares al plano p y están situados 
por distintos lados respecto a éste. Hállense las magnitudes de los 
ángulos del cuadrilátero si | A A, 1 = | AB I. 

4.40. La hipotenusa de un triángulo rectangular es igual a ni, 
la magnitud do su ángulo agudo es de 00°. Hállese el área de proyec¬ 
ción de este triángulo sobre el plano, que forma un ángulo de 30° 
con el plano del triángulo. 

4.41. Los lados del triángulo son iguales a 3.9 cm. 4,1 cm y 2,8 cm. 
Hállese el área de su proyección sobro el plano, que forma un ángulo 
de 60° con el plano del triángulo. 


217 



4.42. Construyase la sección riel cubo ATSCDAJi^C^n^ por el 
plano, que atraviesa los puntos M, N y K, si 

M = A t , 1^0,1 = 1^01, | DK |=2) KC |, 

iveioo,], K €[001. 

4.43. Construyase la sección del cubo ABCDA'B'C'D' con la 
arista a por el plano, que pasa por los puntos medios de las aristas 
\AD] y IB'C] y ,>or los vórtices A' y C. Hállese el área de la sección. 

4.44. Construyase la sección del cubo por un plano, de manera 
que ésta sea un hexágono regular. 

4.45. Trácense en el tetraedro MABC a través del punto medio 
de la arista \A B], paralelamente a las aristas de las secciones: a) [AC | 
y \AM I; b) [SCI y [CAfl; c) \BC] y \AM). 

4.46. Hállese el área de la sección trazada por los puntos medios 
de dos aristas laterales adyacentes de una pirámide cuadrangular 
regular con el lado a y la altura h, perpondicularmentc a la base de 
la pirámide. 

4.47. Determínese si existe un ángulo triedro, cuyos ángulos 
planos son iguales a: a) 120°, 97°, 33°; b) 120°, 120°. 130°; c) 108°. !>2°, 
160°; d) 157°, 82°. 64°. 

4.48. En un ángulo triedro dos ángulos planos son do 45°, y o! 
ángulo diedro entro ellos, de 90°. Hállese el tercer ángulo plano. 

4.49. L09 lados de la base de un paralelepípedo recto son iguales 
a 3 l/Tcm y 14 cm, el ángulo entre ellos es de 135°, la arista lateral, 
do 12 cm. Hállense las diagonales del paralelepípedo. 

4.50. La diagonal de un prisma cuadrangular regular es igual 
a 9 cm; la superficie total del prisma es de 144 cm ! . Hállense el lado 
de la base y la arista lateral del prisma. 

4.51. La superficie total de un paralelepípedo rectangular es 
igual a 352 cm 5 . Hállense sus dimensiones si so relacionan como 
1:2:3. 

4.52. La arista de un cubo es igual a a. Hállese el área de la sec¬ 
ción del cubo por el plano, que pasa por los extremos de las aristas 
provenientes de un mismo vértice. 

4.53. La arista del cubo es i^ual a a. Hállese la longitud del 
segmento que une los puntos medios de dos aristas cruzadas. 

4.54. En la pirámide cuadrangular regular MABCD el lado 


de la base es igual a a, la apotema de la pirámide es igual a ~ a- 


Há¬ 


llese la altura de la pirámide. 

4.55. Hállese la altura de la pirámide cuadrangular regular, 
si su arista lateral es igual a m, y el ángulo plano del vértice es igual n p. 

4.56. Se ila uno pirámide cuya altura es igual a 16 in, y el área 
de la liase es igual a 512 in 5 . Hállese el área de la sección de la pirá¬ 
mide por el plano, trozado paralelamente a la base a la distancia 
de 5 m del vórtice. 

4.57. Hállese la arista lateral de la pirámide cuadrangular regular 
cuyo lado de la liase es igual a 14 cm. y el área do la sección diagonal 
es de 14 cm 5 . 

4.58. Un rombo con las diagonales de 12 cm y 16 cm sirve de 
base de una pirámide. La altura de la pirámide pasa por el punto do 
intersección de las diagonales y es igual o 6,4 cm. Hállese el área 
de la superficie total de la pirámide. 


218 



4 .59. La altura de una pirámide cuadrongular regular es igual 
a 28 cm, la arista lateral es de 30 cm. Hállese el lado de la liase. 

4.60. Demuéstrese, que la arista lateral de una pirámide trian¬ 
gular regular es perpendicular a la arista opuesta de la base. 

4.61. Demuéstrese, que la superficie lateral de una pirámide regu¬ 
lar es igual al área de la base, dividida por el coseno del ángulo entre 
el plano de la arista lateral y el plano de la base. 

4.62. Las aristas de dos poliedros regulares son iguales, en tanto 
que las áreas de las superficies se relacionan como \ r S~: 6. Deter¬ 
mínense estos poliedros. 

4.63. Si designamos con a la arista de un poliedro regular, en¬ 
tonces el área do su superficie es igual a S = 5 a a y'X Determínese 
el poliedro. 

4.64. Hállese el ángulo diedro entre las caras de un tetraedro 
regular. 

4.65. Hállese el ángulo diedro entre las caras adyacentes de un 
octaedro regular. 

4.66. Los puntas M, A , B y C no pertenecen a un mismo plano; 
(MA) X (.BC ), (MB) X (AC). Demuéstrese que (MC ) x (AB). 

4.67. Sobre el punto A actúan las fuerzas ye además 

| 1 = 3H, | P. | = 4H y | f|| = 5H. La magnitud del ángulo 

entre las fuerzas l / ' ¡ y es igual a 00°. y la fuerza P, es perpendicular 
a cada una de ellas. Hállese la magnitud de la resultante. 



Capítulo V 


ECUACIONES DE LAS RECTAS 
Y DE LOS PLANOS EN EL ESPACIO 


§ 61. Ecuaciones de la recta 

Sea que l es cierta recta en el espacio. Lo mismo que 
en planimetría (§ 27), cualquier vector a =¿= 0, colineal a la 
recta l, se denomina vector director de esta recta. La posición 
de una recta en el espacio se define por entero por un vector 
director y por un punto perteneciente a la recta. Sea que 



l'ig- 197 Fig. 198 


la recta l con el vector director a pasa por el punto Af 0 , 
y M es un punto arbitrario del espacio. Es evidente, que el 
punto M (fig. 197) pertenece a la recta l cuando y sólo cuan¬ 
do el vector M 0 M os colineal al vector a, es decir, 

MJVÍ = ta, t 6 R. (1) 

SI los puntos M y M 0 están definidos por sus radiovec- 
toros r y r 0 (fig. 198) respecto a cierto punto O del espacio, 

entonces M 0 M = r — r 0 , y la ecuación (1) toma la forma 

r =V„'+ ta, t € R. (2) 
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Las ecuaciones (1) y (2) se denominan ecuaciones vecto¬ 
riales paramétricas de la recta. La variable t en las ecua¬ 
ciones vectoriales paramétricas de la recta se denomina 
parámetro. 

Sea que el punto M 0 de la recta l y el vector director a 
están dados por sus coordenadas: 

M 0 ( x 0 ; y„\ z„), a = (a,; a 2 ; a 3 ). 

En toncos, si (x; y; z) son coordenadas del punto arbitrario M 
de la recta l, entonces 

M 0 M = (* — !„; y — y 0 ; z — z 0 ) 

y la ecuación vectorial (1) es equivalente a las tras ecuaciones 
siguientes: 

x — x„ — ta 1 , y — ¡Jo = ta 3 , z — z 0 = ta 3 
Ó 

{ *-=* 0 +to„ 

y-Vt+t^, (3) 

z=z a + te„ t£R. 

Las ecuaciones (3) se denominan ecuaciones paramétricas 
de la recta en el espacio. 

Problema 1. Escríbanse las ecuaciones paramétricas de 
la recta que pasa por el punto M„ (—3; 2; 4) y quej tiene 
el vector director a — (2; —5;' 3). 

* En el caso dado x 0 = —3, y 0 = 2, z„ = 4; — 2; 

a, =*> —5; o 3 = 3. Sustituyendo estos valores en las fórmu¬ 
las (3), obtendremos las ecuaciones paramétricas de la recta 
dada 

( x=—3+2t, 

y —2 —5í, 

z — 4 + 3/, t£R. A 

Eliminemos ol parámetro t de la ecuación (3). Esto se 
puede hacer ya que a^Oy, por lo tanto, una de las coorde¬ 
nadas del vector a es notoriamente diferente de cero. 

Sea que primeramente todas las coordenadas son dife¬ 
rentes de cero. Entonces 
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y, por consiguiente. 


y—y o 


! — ‘o 
°a 


x—*o 


( 4 ) 


Estas ecuaciones se denominan ecuaciones canónicas de 
la recta. 

Es de señalar, que las ecuaciones (4) forman un sistema 
de dos ecuaciones con tres variables x, y y z. 

Si en las ecuaciones (3) una de las coordenadas del vector 
a, por ejemplo aj, es igual a cero, entonces, eliminando el 
parámetro t, obtendremos de nuevo un sistema de dos ecua¬ 
ciones con tres variables x, y y z: 


Estas ecuaciones también se denominan ecuaciones canó¬ 
nicas de la recta. Para la uniformidad ellas también so escri¬ 
ben convencionalmente en la forma (4) 


x —'*o _ y— y» _ »—*o 

0 a £ a, ' 

considerando, que si el denominador es igual a cero, también 
es igual a cero el norainador respectivo. Estas ecuaciones 
son ecuaciones de la recta, que pasa por el punto M 0 (x 0 , 
y a \ z„) paralelamente al plano do coordenadas yOz, ya que 
su vector director (0; a 2 ; a 3 ) es paralelo a este plano. 

Por fin, si en las ecuaciones (3) dos coordenadas del 
vector a, por ejemplo, a, y o a , son iguales a cero, estas 
ecuaciones toman la forma 

x = x 0 , y — y 0 , z = z 0 + ta 3 , t £ R. 

Estas son las ecuaciones de la recta, que pasa por el 
punto M 0 (x a \ y 0 \ z 0 ) paralelamente al aje Oz. Para tal 
recta x = x 0 , y = y 0 y z es nn número cualquiera. También 
en este caso, para la uniformidad, las ecuaciones de la 
recta pueden ser escritas (con la misma reserva) en la forma (4) 

X—Xg _ ’J—y, _ :—Zq 
0 i0 o s • 

Así pues, para cualquier recta del espacio se pueden es¬ 
cribir las ecuaciones canónicas (4), y, viceversa, cualquier 


222 


ecuación tipo (4), a condición de que, por lo menos, uno de 
los coeíicienles a,, a z , a 3 no os igual a cero, deíine cicrla 
recta del espacio. 

Problema 2. Escríbanse las ecuaciones canónicas de la 
recta que pasa por el punto M 0 (—1; 1; 7) paralelamente al 
vector a = (1; 2; 3). 

A En el caso dado, las ecuaciones (4) se escriben de la 
manera siguiente: 

«-H ... y — i 8—7 

1 2 — 3 * A 

Formemos la ocuación,de.ia_recta, que pasa por dos puntos 
dados M t (jsm z,) y *Jf, (i a ; p a ; z a ). Es evidente, que 
por vector director de esta recta se puede tomar el vector 
« = (x 3 — y 2 — y t ; z 2 — z,) y por punto M„, a través 
del cual pasa una recta, el punto, por ejemplo M,. Entonces, 
los ecuaciones (4) se escribirán del modo siguiente: 

**—*1 fí — J/1 - s — z ¡ K ' 

Estas son las ecuaciones de la recta que pasa por los dos 
puntos dados M y (av, y¿ z¡) y Af t (x a ; y % \ z t ). 

Problema 3. Escríbanse las ecuaciones de la recta que 
pasa por los puntos M x (—4; 1; —3) y jW a (—5; Ó; 3). 

A En el caso dado, x, = —4, y x = 1, z, =■ —3, x a = 
= —5, y 2 — 0, z a = 3. Al sustituir estos valores en las 
fórmulas (5), obtendremos 

» + 4 _ j — 1 _ ;q-3 
-1 ~ — 1 ~ ü • A 

Problema 4. Escríbanse las ecuaciones de la recta que 
pasa por los puntos M x (3; —2; 1) y M t (5; —2; -i-). 

A Después de sustituir las coordenadas de los puntos 

y Af 2 en las ecuaciones (5) obtendremos 

*-3 y+ 2 _ i—l 

2 0 _1_ * A 

2 
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§ 62. Ecuación del plano que pasa por 
tres puntos dados 
no situados en una misma recta 

Sea que los puntos M ,, A/ s , M s no ostán situados en 
una misma recta. Como sabemos, tres puntos tales deter¬ 
minan unívocamente cierto plano p (íig. 199). Formulemos 
la ecuación del plano p. Sea que M os un punto arbitrario 
del espacio. Rs evidente que el punto M pertonece al plano p 

cuando y sólo cuando los vectores M X M, M X M 2 , M X M 3 son 
coplanares. Para que tres vectores sean coplanares es nece¬ 
sario y suficiente que su producto mixto sea igual a cero 



Flg. 199 

(el 23*, teorema 2). Por lo tanto, la ecuación del plano 
que pasa por tres puntos no situados on una misma recta, 
puede ser escrita en la siguiente forma: 

(Mr A/; = 0. (1) 

Si los puntos M x , M 2 y M 3 están definidos por las coor¬ 
denadas en un cierto sistema cartesiano rectangular de 
coordenadas, entonces la ecuación (1) puede ser escrita en 
coordenadas. Sea que M x (x,; y,; 2 ,), M t (x s : y s ; z 3 ), M s (x 3 ; 
y 3 ; z 3 ) son los puntos dados. Designemos con x, y y z las 
coordenadas de un punto arbitrario M del plano p. Hallomos 
las coordenadas de los vectores que entran en la ecua¬ 
ción (1): 

Mylil = (x — x,; y — y,; z — Zj), 

M,M 2 = (x.¿ — x,; y 3 — y,; z s — z,). 

MyM 3 = (x 3 — X,; y 3 — y,; z 3 — z t ). 


224 



El producto mixto de tres vectores es igual al determi¬ 
nante de tercer orden, en cuyas líneas se encuentran las 
coordenadas de los vectores (véase el 24*). Por consiguiente, 
la ecuación (1) on coordenadas tiene la forma 


X — Xí y — yi 
x 2 -x t y 2 — y, 

*3 — *1 y 3 -Ui 



( 2 ) 


Hallemos la ecuación del plano que pasa por los tres 
puntos A (a; 0; 0), B (0; 6; 0), C (0; 0; c) de los cuales 



“^0, b 0, c =¿= 0. Estos puntos están situados en los 
ejes do coordenadas (fig. 2U0). 

Considerando en la ocnación (2) x t = a, y t = 0, = 0, 

= 0, j/ 2 =* b, z, = 0, x 3 — 0, y 3 = 0. z„ *= c, obtendre¬ 
mos 



y z 

b 0 
0 c 


= 0 . 


Desarrollando el determinante on elementos de primera 
línea, obtendremos la ecuación 


ó 


be (x — a) -f- acy -f abz = 0 
bcx + acy abz = abe , 



( 3 ) 


1 &— 01330 


225 



t_.ii ecuación (3) se denomina ecuación segmentaria de un 
plano, ya que los números o, byc señalan, qué segmentos 
están cortados por un plano en los ejes ele coordenadas. 

l’roltlcina. Escríbase la ecuación del plano que pasa por 
los puntos M t (—1; 4; —1), M. (—13; 2; —10). M., (6; 0; 
12). Simplifíquese la ecuación obtenida. Obténgase la ecua¬ 
ción segmentaria del plano. 

A En el caso dado, la ecuación (2) se escribe on la 
forma siguiente: 

x + I y — 4 2 -|-l 
— 12 —2 —'J =0. 

7 —4 13 

Esta es la ecuación del plano dado. Al desarrollar el 
determinante en la primera línea, obtendremos 
—62 (x + 1) + 93 (y — 4) + 62 (z + 1) = 0, 
de donde 

—2a- -1- 3y + 2z — 12 = 0. 

Dividiendo término a término entre 12 y trasladando el 
término independiente de la ecuación al segundo miembro, 
obtendremos la ecuación segmentaria del plano dado 



De la ecuación se deduce que el plano dado corla on los 
ojes de coordenadas los segmentos, cuyas longitudes son 
iguales a 6, 4 y 6 respectivamente. El eje Ox corla el plano 
en un punto con abscisa nogativa, el eje Oy, en un punto con 
ordenada positiva, el eje Oz, en un punto con z-coordenada 
positiva. A 

§ 63. Ecuación del plano que pasa 
por un punto dado 
y es perpendicular a un vector dado 

Sea dado cierto punto A/ 0 y el vector no nulo n. A través 
del punto M 0 se puedo trazar sólo un plano p perpendi¬ 
cular al vector n (fig. 201). 

Deduzcamos la ecuación del plano p. Sea que M es un 
punto arbitrario del espacio. Es evidente, que el punto 

M pertenece al plano p, si, y sólo si, el vector M„M es 
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perpendicular a) vector n. Como sabemos (véase el § 18) 
para que dos vectores sean perpendiculares es necesario 
y suficiente que su producto escalar sea igual a coro. Por lo 
tanto, la ecuación del plano 
que pasa por el punto M 0 
perpendicularmonle al vector 
n, puede ser escrita en la 
forma 

M 0¡ \7 n 0. (1) 

El vector n en la ecuación 

(1) se denomina vector normal 

de un plano. Por voctor ñor- Klg. 201 

mal se puede tomar un vec¬ 
tor cualquiera, que sea perpendicular al piano. 

Sea que el punto M 0 y ol vector n están definidos por 
sus coordenadas en un cierto sistema rectangular de coor¬ 
denadas: 

M o (*o'. Voi Zo). n = (A; B\ C ). 

Designemos con x, y y z las coordonndas de un punto 

arbitrario M del plano p. Entonces, el vector M 0 M tiene las 
coordenadas x — x 0 , y — y„ y z — z„, y la ecuación (1) 
on coordenadas (véase el 19) se escribe en la siguiente forma: 

A (x ~ x„) + B (y — y„) + C (z - z 0 ) = 0. (2) 

Esta ocuncíón se denomina ecuación del plano que pasa a través 
de un punto (x„; y 0 -, z„) perpendicularmente al vector (A\ B, C). 

Problema 1. Hállese la ecuación del plano que pasa por 
ol punto M 0 ( —3; 4; 7) y es perpendicular ai vector n — 
= ( 1 ; - 2 ; 0 ). 

A En ol caso dado x„ = —3, y 0 = 4, z 0 = 7; A = 1, 
ti = —2, C = 6. Sustituyendo estos valores en la ecuación 

(2) , obtendremos la ecuación buscada 

1 (x + 3) - 2 (y - 4) + 6 (z - 7) = 0, 

6 

* — 2y + 6z — 31 = 0. A 

Problema 2. Se dan los puntos Mi (2; —1; 3) y (4; 
5; 0). Escríbase la ecuación del plano que pasa por el punto 

M 2 y es perpendicular ai vector n = M X M 2 = (2; ti; —3). 



14 * 
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- Por vector normal del plano so puede lomar el vector 
n = M t M 2 = (2; 6; —3). Después de sustituir las coorde¬ 
nadas del vector normal y las coordenadas del punto = 
= M % (4; 5; 0) en la ecuación (2) obtendremos 

2 (x — 4) + 6 (y - 5) - 3? = 0 
ó 


2x + üp — 3z — 38 = 0. a 


Problema 3. En un triángulo con los vértices en los 
punios A x (—5; 2; 7), A t (5; 0; ü), A„ (0; —1; 2), está 
trazada la mediana A X M 0 . Hállese la ecuación del plano que 
pasa por ol punto A/„ y es perpendicular a la mediana A x M a . 
A Por el vector normal del plano se puede tomar el 

vector a = A l M„. Determinemos sus coordenadas. El punto 
Af 0 es el punto medio del segmento A t A 3 , por lo tanto, 
si (x 0 ; y o, z o) son sus coordenadas, entonces 



y 0 - 


0—1 

¿ 




4. 


Las coordenadas del voctor normal n — (A ; B; C) son, por 

consiguiente, iguales a d=-|í+5 = í|, ñ = —i — 

‘ 

— 2 = —O — 4 — 7 = —3. La ecuación (2) tiene en 
el caso dado la forma 


3 <—'>-0 

15x — 5p — 62 — 16 = 0. ▲ 


§ 64. Ecuación general del plano 

Examinemos en el espacio un plano arbitrario. Sea que 
M c (*o> Vo\ z o) es cierto punto de este plano y n — (A; B; C), 
su vector normal cualquiera. En el párrafo anterior fue 
demostrado, que la ecuación de este plano tiene la forma 

A (x — x„) + B (y — p„) + C (2 — 2 0 ) = 0. 
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Escribámosla así: 

Ax + By + Cz — Ax„ — By 0 — Cz„ — 0. 

Designando con D ‘1 número — Ax„ — By 0 — Cz a , obten¬ 
dremos la ecuación 

Ax + By + Cz + D = 0. (1) 

Así pues, cada plano en el espacio puede ser definido 
por la ecuación (1), es decir, por una ecuación lineal con 
tres variables. 

También es válida la afirmación inversa: toda ecuación 
lineal con tres variables, es decir, toda ecuación tipo (1) 
define un plano. 

En efecto, en la ecuación (1), por lo menos uno de los 
coeficientes A, B, C no es igual a cero, de lo contrario la 
ecuación (1) es lineal. Sea que, por ejemplo, 0, entonces 
la ecuación puede escribirse en la siguiente forma: 

A (x — 0) — B (y — 0) + C (s 4 ~)=0. 

De acuerdo con el párrafo anterior la ecuación obtenida 
y, por consiguiente, la ecuación (1)_ determinan el plano 
que pasa por el punto M 0 (0; 0; —y' es porpendiculor al 
vector n (A\ B\ C). 

La ecuación (1) so denomina ecuación general del plano. 
Subrayemos, que en esta ecuación los coeficientes A, B , 
C son coordonadas de un vector del plano. Por ejemplo, 
si el plano está definido por la ecuación 3# + 4y — 5 z + 
+ 17 =0, se puede concluir inmediatamente quo él es 
perpendicular al vector (3; 4; —5). 

Problema. Hállese el vector normal unitario del plano 

7x + 4y — 4z + 1 =0. 

A Por vector normal del plano dado se puede tomar el vec- 
tor n — (7; 4; —4). Hallemos su longitud: | n \ — V49 + 
+ 16 + 16 = 9. Por consiguiente, el vector normal unita¬ 
rio es el vector ( —-í-j. El vector que lo es contrario 

/ 7 4 4 \ 

(—-<p—g- ; g-j, también será, evidentemente, un vector 
normal unitario del plano dado. A 
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Analicemos cómo se sitúa el plano respecto al sistema 
de coordenadas en función de los valores A, D, C, D en la 
ecuación general dol plano. 

a) Si en la ecuación (1) A = 0, os decir, si esta ecuación 
tiene la forma By + Cz D = 0, el vector normal tiene 
los coordenadas (0; B; C). El vector con tales coordenadas 
es perpendicular al eje Ox , por consiguiente, el plano os 
paralelo a este eje. Si no sólo A = 0, sino que D = 0, es 
decir, si la ecuación tieno la forma By + Cz = O, ol plano 
pasa a través del origen de coordenadas. Por lo tanto, cuando 
A = D = 0 ol plano pasa por el eje Ox. Análogamente 
so analizan los casos cuando B — 0 (el plano es paralólo 
al eje de ordenadas) o C — 0 (el plano os paralelo al eje 
do las z-ordenadas). 

Ii) Si en la ecuación (1) A = 0 y B = 0, es decir, si la 
ecuación tiene la forma Cz -f D — 0, el vector normal 
tiene las coordenadas (0; 0; C). El vector con tales coorde¬ 
nadas es perpendicular al plano xOy, por consiguiente, en 
esto caso el plano (1) es paralelo al plano de coordenadas 
xOy. Si no sólo A = B = 0, sino que D = 0, es decir, si 
la ecuación tiene la forma Cz = 0, el plano no sólo os para¬ 
lelo al plano do coordenadas xOy, sino que pasa por el 
origen de coordenadas. Por lo tanto, cuando A = B = 
— D — 0 la ecuación (1) define el plano do coordonadas xOy. 

Análogamonlo se analizan los casos, cuando otro par 
cualquiera de coeficientes es on la ecuación (1). para las 
variables x, y , z, igual a coro. 

c) Si en la ecuación (1) D = 0, es decir, si la ecuación 
tieno la forma Ax + By +Cz= 0, ol plano pasa por el origen 
do coordonadas y es perpendicular al vector (A; B\ C). 

d) Si on la ecuación (1) todos los coeficientes para las 
variables y el término independiente son diforentos do coro, 
la ecuación puede ser transformada on la ecuación segmen¬ 
taria de un plano: 

rTÍ + Ft)FT)~'' 

En este caso, el plano corta los ojos do coordenadas en 
los puntos: (— j;0;0), (0; g¡0), (O; 0; Es fácil 

construir el plano por estos tres puntos. 
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§ 65. Cálculo del ángulo entre los planos. 
Condiciones de paralelismo 
y perpendicularidad 

Examinemos dos planos p¡ y p a con los vectores nor¬ 
males «! y n 2 - El ángulo ip entre los planos p¡ y p 2 se expresa 

por el ángulo ip = («i; /?«) en la forma siguiento: si tp 90°, 
tp = tp (fig. 202, a)\ si tp >',90°, entonces tp = 180°—tp 



Fig. 202 


(fig. 202, b). Es evidente que on todo caso es válida la igual¬ 
dad 


eos tp = | eos i|> |. 

Según Ja fórmula (1) del § 20 tenemos 
eos tf = cos (»,; 

y, por cunsiguionto, el coseno del ángulo entre los planos 
Pi y />a puedo calcularso según la fórmula 


eos tp 


I «1«2 I 
I "i 1 • 1 "z I ' 


( 1 ) 


Si los planos están definidos por las ecuaciones generales 
A,.r -f- B t y + C t z D, = 0 y A a x -+■ B a y -f- C s z 4- = 

= 0, entonces por sus vectores normales se puede lomar 
los vectores «i = (Ai, B x \ Cj) y n a = (A a B a \ C a ). 


231 





Escribiendo ol segundo miembro de la fórmula (1) en 
coordenadas obtendremos 


eos q> = 


| ¿,> u + fl,fl a +c,c, l 

y'Ai+»i+ c\ Vaí+ m + ci' 


( 2 ) 


Problema 1. Calcúlese el ángulo entre los planos 
x — y~2y + z — 2 = 0 y x -\-V 2 y — z -p 13 = 0. 

A En el caso dado 

i4, = l, B t =—V% C,= 1, A a =l, B 2 —<7 a = — 1. 
Según la fórmula (2) obtenemos 


cos<p 


11 • i— y'2-V2— i-i| i_ 

v '2) z -»-(—1>- 2 ' 


Por consiguiente, el ángulo entre los planos dados es 
igual a 60°. a 

Los planos con los vectores normales n¡ y ri 2 : 

a) son paralelos cuando y sólo cuando los vectores ra, v «, 
son colineales; 

b) son perpendiculares cuando y sólo cuando los vectores 
», y «j son perpendiculares, es decir, cuando «,•«, = 0. 

De aquí obtenemos las condiciones necesarias y suficien¬ 
tes de paralelismo y perpendicularidad de dos planos defini¬ 
dos por las ecuaciones generales. 

Para que los planos 

A¡x + B,y + <7,z + Z?, = 0 y 4 *r + B^y 4- C# -f D ,=. 0 
sean paralelos, os necesario y suficiente que so cumplan las 
igualdades 


_di_ _ c, 

A t 177 C 2 - 


(3) 


Si cualquiera de los coeficientes A 2 , 5,, <7, es igual 
a cero, se sobrentiendo, que es igual a coro también el coefi¬ 
ciente correspondiente 4,, 5,, <7,. 

Si no se cumplo por lo menos una de estas dos igualdades, 
los planos no son paralelos, es decir, ellos so corlan. 

Para que sean perpendiculares los planos 
A t x + 5,2/ + <7,z + Z>, = 0 y A t x + 5 2 jj + <7 2 z Z? 2 = 0, 

es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad 


A t A t -f- 5,5, + <7,(7, = 0. 
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Problema 2. Señalar los planos paralelos y perpendicu¬ 
lares entre los siguientes pares de planos: 

2x + 5y + 7z — 1 = 0 y 3* — Ay + 2z = 0, 

y — 3a + 1 = 0 y 2y — 6a -f- 5 = 0, 

Ax + 2y — Az + 1 — 0 y 2x 2z + 3 = 0. 

A Para el primer par de planos 
A X A % + B X B 3 + C x C t = 2-3 + 5-(-4) + 7-2 = 0, 

es decir, se cumple la condición de perpendicularidad. Los 
planos son perpendiculares. 

Para el segundo par de planos tenemos 

= ya q»ey=^§, 

y los coeficientes A x y A 2 son ¡guales a cero. Por consiguiente, 
los planos dol segundo par son paralelos. 

Para el tercer par tenemos 

B. , C. 2,-4 

y A x A t + B x B t + C x C t = 4-2 + 21 - 4-2 --*= 0, es decir, 
los planos de! tercer par no son paralelos ni perpendiculares. 


§ 66. Condiciones de coincidencia e intersección 
de ios planos 

Si los planos p x y p 2 definidos por las ecuaciones 
. A x x+B x y+C x z + D,=0 y A¿x+B# -f C,z + Z> 3 =0, (1) 
tienen un punto común, entonces sus coordenadas satisfacen 
cualquiera de las ecuaciones (1). Por lo tanto, para hallar 
los puntos comunes de los planos dados se debe resolver el 
sistema de las ecuaciones 

í A,x + B,y + C,z + D t ~0, 

\ A-¿x+B 2 y+C^+ D z = 0, ' 


es decir, el sistema de dos ecuaciones con tres variables. 
Cuando se cumple la condición 
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el sistema (2) no tiene soluciones. En efecto, supongamos lo 
inverso, o sea, que (x„\ y 0 -, z 0 ) son las soluciones dol sistema. 
Entonces, si 

A _ _ _£j_ _ , 

A,~ B,~ C. ¿ 

de la segunda ecuación del sistema (2) obtenemos 
‘4» r o + ®ül/o + CtZ 0 — — D 2 , 
y de ¡la primera 

k (.4 j.r 0 + B j]t> + ^ 2 * 0 ) = —® i 


y, por consiguiente, jA = k, lo que contradice a la condi¬ 
ción (3). 

Sabemos que la condición = -¡f = cs 1° con(1 ición 
de paralelismo de los planos. Así pues, siempre que se cum¬ 
plan las condiciones (3), los planos p, y p 3 son paralelos 
y no coinciden. 

En el caso, cuando los coeficientes y los términos inde¬ 
pendientes del sistema (2) satisfacen la condición 



(4) 


el sistema ¡tione la forma 

f k(A¿c + ll 2 y + C 2 z + D 2 )=0, 

\ A 2 x + Ü 2 y + C 2 z + O 2 = 0. 

Coda una de las ecuaciones del sistema determina un mismo 
plano. Así pues, la condición (4) es la condición nccosaria 
y suficiente do coincidencia de los planos. 

Si los planos p,, p 2 no son paralelos, es docir, si ellos 
so cortan, entonces 



En este caso las ecuaciones (2) son las ecuaciones do la 
rocta l do intersección de los planos p, y p 2 . Mostremos 
cómo se puodon hallar las ecuaciones canónicas de osla 
recta. Para escribir las ecuaciones canónicas de la recta, 
hace falta saber las coordenadas de cierto punto suyo y las 
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coordenadas de su vector director a. Por coordenadas del 
punto M 0 se puede tomar cualquier solución del sistoma (2). 
Por vector director a de la recta l so puede tomar el pro¬ 
ducto vectorial de los vectores /q = (A¡\ Bp, C¡) y re 2 = 
= (-4 a ; B 2 ; C¡), es decir, do los vectores normales do los 
planos Px y p 2 . En efecto (fig. 203), ol vector («j-, n 2 ] es, 
según la definición del producto vectorial, perpendicular 



a los vectores n¡ y n 2 y, por lo lauto, dicho vector os paralelo 
a los planos p¡ y p 2 y, por consiguiente, colineal a la recta l 
de su intersección. 

Problema 1. Fórinose la ecuación canónica do una roela, 
que es la intersección de los planos x — 2j/4-z + l = 0 
y 2x — y 3a: — 2 = 0. 

A Puesto que/»x = (1; —2; 1), n 2 = (2; —1; 3), enton¬ 
ces 


a.= l«,;n 2 ] 


1 / 

1 —2 

2 — 1 


k 

1 

3 


— fu — j +3 k. 


Para determinar las coordenadas de cualquier punto de una 
recta dada hallemos cualquier solución del sistema de ecua¬ 
ciones 

í x — 2y h z 4- 1 — 0, 

1 2x — y -+■ 3z — 2 = 0. 
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Considerando que, por ejemplo, z = 0, obtendremos 
í x~2y= —1, 

1 2 *-¡, = 2 , 

de donde *=•!■» y = \- Por consiguiente, el sistema inicial 

O O 

tiene la solución |-;0). y, por lo tanto, la recta dada 

pasa por el punto M ®)- 

Conociendo las coordenadas do un punto de la recta 
y las coordenadas de su vector director, escribimos las ecua¬ 
ciones canónicas de la recta dada 



Es de señalar, que si los planos A t x + B¡y C t z +D X = 
= 0 y A t x -f B¡y + C& -+• D 2 = 0 so intersecan, la ecua¬ 
ción de todo plano que pasa por la recta de su intersección, 
puede sor escrita en la forma 

a (A¡x B¡y + C\Z + D |) + p (A a x -1- B t y + C 3 z +0,1 — 0 

donde ay P son ciertos números. 

Problema 2. Escríbase la ecuación del plano, que pasa 
por la recta de intersección de los planos 3x — 2 y — z 4 = 
= 0 y x — Ay — 3z — 2 = 0 y el punto M n (1; 1} —2). 

¿ Formemos la ecuación de los planos, que pasan por 
la recta de intersección de los planos dados: 

a (3a: — 2y — z -f 4) p (x — 4y — 3z — 2) = 0. 
Puesto que M n pertenece al plano buscado, entonces 
a (3-1 — 2-1 + 2 + 4) + p (1 - 4-1 + 6 — 2) = 0, 
y, por consiguiontc, 

7a + P = 0, 

de donde se deduce, por ejemplo, que a = 1, p = —7. 
La ecuación buscada del plano será 

3a: — 2 y — z + 4 — 7 (x — 4y — 3z — 2) = 0, 
ó 

2x _ 13y — lOz — 9 = 0. A 
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§ 67. Ecuación normal del plano 

Sea que q es un plano arbitrario {fig. 204). Designemos 
con p la distancia entre el origen de coordenadas y el plano 
q, y con a, P, y, los ángulos entre el vector normal n del 
plano q y los ejes de coordenadas. Es evidente, que la posi¬ 
ción del plano en el espacio se define por entero por las 
magnitudes a, p, y y p. Expresemos la ecuación del plano 
q por medio do estas magnitudes. 

Sea que M 0 os el punto de intersección del plano'g y do 
una recta perpendicular a él, que pasa por el origen de 



Fig. 20/, 

coordenadas, n 0 es el vector normal unitario del plano q. 
Las coordenadas del punto M„ y del vector n„ so expresan 
por medio de las magnitudes dadas a, p, y y p del modo 
siguiente: 

M a {p eos a; p eos P; p eos y), 
n 0 = (eos a; eos p; eos y). 

En el párrafo 63 obtuvimos la ecuación dol plano que 
pasa por el punto (x„; y 0 ; z 0 ) y tiene el vector normal 
(A -, B ; O = A (x - *,) + B (y - y 0 ) + C (z - * # ) « 0. 

Sustituyendo en esta ecuación las coordenadas del punto 
M„ y del vector n 0 , obtendremos la ecuación del plano g 
eos a (x — p eos a) + eos p (y — p eos P) + 

+ eos y (z — p eos y) = 0 
ó 

x eos a + y eos P + z eos y — p (eos 1 a + eos 2 p -f 
4- eos 1 y) = 0. 
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Puesto que Cos a, eos (i, eos v son las coordenadas del vectoi' 
normal unitario entonces eos 2 a -+- eos 2 P + eos 2 y = 1 
y, por consiguiente, 

x cos a + y cos p -4- z cos y — p = 0. (1) 

La ecuación (1) so denomina ecuación normal del plano. 
En esta ocuaoión los coeficientes de las variables x, y y z 
son las coordenadas del vector normal unitario del plano, 
y el término independiente (— p), lomado con signo menos, 
os igual a la distancia entre el origen de coordenadas y el 
plano. 

Por ejemplo, la ecuación l/"2r — y — z + 20 = 0 no es 
una ecuación normal, ya que ol vector ()/2; —1; —1) no 
es unitario y el término independiente de la ecuación es 
positivo. Multipliquemos ambos miembros do la ecuación 
dada por ^—'-J. La ocuació obtenibn 

- J r*+T»+T—"-o 

os normal, ya que el vector (— -y^i yi corno es fácil 
comprobar, es unitario, y el término independiente de la 
ecuación es negativo. El vector normal del plano examinado 
forma con los ejes de coordenadas tales ángulos a, p y y que 

1^2 i \ 

eos a — —i— , cos p = — , cos y = — 

■ » * 

os decir, a = 135°, p = y = 60°. Ei piano pasa a la distan¬ 
cia de 10 unidades de longitud del origen de coordenadas. 
La ecuación general del plano 

Ax + fíy + Cz + D =0 

siempre puede ser transformada do manera tal, que se reduzca 
a la forma normal. Para esto es necesario multiplicar ambos 
miembros de la ecuación por el factor normalizador 

1 , si Z)<0, y- 1 


si D > 0. 
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fin efecto, si tí < 0, la ecuación 
A ... B 


y a z + n--i-c- 
c 


3 + 


z-f 


\ ' a 1 -i- /y* + c* 

i) 


y-c 

= 0 


/ a *+ b *+ c * “ 1 v^+^+c* 
os normal, ya que el vector 

/ - 1 " C \ 

' |yl ! | 1 (' /t*-(-.«* +•£,* ’ + -fC*/ 

D 

es unitario y yr^==p====- 0. Si tí > 0, la ecuación 

_ A _ B 

YA* + B* + C Z x YA*-\-tí*+ c* y 

_ C _ D ,, 

y A*+B*+ C* Z V A*+ n*+c* 

es normal. 

Problema. Calcular la distancia onlre el origen do coor¬ 
denadas y el plano 4a: + l^lly -+- 3z 150 = 0. 

A Puesto que tí = 150 > 0, el factor normnlizador 
es igual a 

_t_l _ l 

“ y 4*+//*+ C* V16 + 11-Í-9 0 ' 

La ecuación normal del plano dado es la ecuación 

-f x-^py-±z-2^0. 


Teniendo on cuenta el sentido geométrico del término 
independíenle de la ecuación normal del plano, obte¬ 
nemos, que la distancia buscada es igual a 25. A 


§ 68. Distancia de un punto a un plano 

Hallemos la distancia d del punto arbitrario y x \ 

z¡) al plano q definido por su ecuación normal 

;r eos a + y eos P + z eos y — p = 0. 

Esta distancia es igual a la longitud del segmento M X K, 
donde K es la proyección del punto M 1 sobre el plano q 
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(fig. 205). Soa que M 0 es el punto de intersección del plano 
g con la recta perpendicular a él, que pasa por el origen de 
coordenadas; n 0 es el vector normal unitario de! plano q. 



La distancia buscada d es igual al módulo de la proyección 

del vector M 0 M X sobre la dirección del vector ATA/, o, como 

KM, y «o son colineales, sobre la dirección del vector n 0 . 
De este modo, 

(1) 

Expresemos la proyección del vector M 0 M, sobre la 
dirección del vector n 0 por el producto escalar de estos 
vectores. 

De acuerdo con la fórmula (3) del § 17 obtondremo 


d= lpr n ,M 0 Af , | = \M 0 M , • n 0 |. 


Puesto que M 0 M, = (x, — p eos a-, y¡ — p eos P; z, — 
— p eos y) y », = (eos a; eos a; eos y), entonces 

d ~ I — p eos a) eos a + (y x — p eos P) eos P + 

+ (Zj — p eos y) eos y I 
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y, por consiguiente, 

d = | a:, eos o. + y l eos p + z l eos y — p |. 

Así pues, la distancia de un punto a un plano es igual 
al módulo del número, obtenido como resultado de la susti¬ 
tución de las coordenadas del punto dado, en el primer 
miembro,de la ecuación normal del plano. 

Problema 1. ^Determínese la distancia del punto M (0; 1; 
1) al plano V 23x — 7 y — 3z + 73 = 0. 

Normalizamos la ecuación del plano. Puesto que el 

factor normalizador es igual a —- 1 


obtenemos 


V Ü3 + 49 + 9 


~9’ 


I li . 


, ,7 .3 73 „ 

Tr*+'5‘ y+ '9 2_ ¥ = 0 - 


Según la fórmula (2) hallemos la distancia 

Problema 2. Hállese la distancia entre los planos para¬ 
lelos 

x — 2y + 2z — 3=0 y 2a: — 4y + 4z — 30 = 0. 

A Para determinar la distancia entre dos planos parale¬ 
los es suficiente escoger en uno de ellos un punto cualquiera 
y luogo hallar la distancia de este punto al otro plano. El 
punto (15; 0; 0) pertenece, evidentemente, al segundo plano. 
La ecuación normal del primer plano es la ecuación 

T*-fí' + T a - 1 =í 0 - 

Hallamos la distancia d por la fórmula (2): 

Ht* 15 - T°+f°— 1 H- 


§ 69. Cálculo de un ángulo entre rectas 

El problema de cálculo de un ángulo entre dos rectas 
en el espacio se resuelve del mismo modo que en el plano 
(32). Designemos con q> la magnitud del ángulo entre las 
rectas l¡ y L z , y con la magnitud del ángulo entre los vecto¬ 
res directores a y ó de estas rectas. Entonces, si i|> 90° 


16—0 1330 
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(fig. 206, a), <p = H>; si Aj) > 90° (fig. 20G, fe), cp = 180° — i|). 
Es evidente que en arabos casos la igualdad eos = | eos f | 



Fig. 200 

es válida. Según la fórmula (1) del 20 tenemos 
eos♦—co S (o; b,= |g , ¡;* 6l , 
por consiguiente, 

-*-TÍíHv 

Sea que las rectas están definidas por sus ecuaciones 
canónicas 


z ~ x i _ y —_ j—«i 


t — I 2 z y — Ui i — t t 
6, fc a 6 a ■ 


Entonces, el ángulo q> entre i as rectas se determina con 
ayuda de la fórmula 

eos q> ~ — 1 + + I_ ... 

Y«\+*l+«i V'M + *1 + 65 ' ' 

Si una de las rectas (o ambos) está definida no por las 
ecuaciones canónicas, entonces para calcular el ángulo es 
necesario hallar las coordenadas de los vectores directores 
de estas rectas y, luego, hacer uso de la fórmula (1). 


242 



Problema 1. Calcúlese ei ángulo entre las rectas 


a + 3 V _ z — 7 -r i/4-1 z— 1 

— V'2 t'2 ~2 * K 3 I 3 l'O 

A Los vectores directores de las rectas tienen las coorde¬ 
nadas: a = (-V2; V¿; -2), l = (V 3; K3; V'G). Según 
la fórmula (1) hallamos 

— T - l-10+vé-2/6l _ 2/Ó .1 

/2 + 2 + 4 /3 + 3 + S 2 /S-2 2 

Por consiguiente, el ángulo entre las rectas dadas es 
igual a 00°. A 

Problema 2. Calcúlese el ángulo entre las rectas 

| 3a:— 12z 4- 7 = 0, J Ax — y-(-* = (), 

l x-\-y — 3z — 1=0, J í g + a + 1 = 0. 

A Tomemos por vector director a de la primera recta el 
producto vectorial de los vectores normales «j = (3; 0; —12) 
y n a = (1; 1; —3) do los planos que definen esta recta. 
Según la fórmula (4) del 22 obtenemos 

i j k 

« = (»,; rt 2 l= 3 0 —12 =i2i-3/ + 3*. 

11 —3 

Análogamente hallamos el vector director de la segunda 
recta: 

i j k 

b= 4 -11 = — 2 í — 4 y 4-4/c. 

0 1 1 

Según la fórmula (1) calculamos el coseno del ángulo 
buscado: 


— T - ll2(-2)-3.(-4)+3.4| 
Y t2 , + 3 a + 3* y 2 , + 4 , +4 ! 


Por consiguiente, el ángulo entre las rectas dadas es igual 
a 90". A 

Problema 3. En la pirámide triangular MABC las aristas 
MA , MB y MC son recíprocamente perpendiculares (fig. 207); 


16 * 
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sus longitudes son iguales a 4, 3, 6 respectivamente. El punto 
D es el punto*medio de íflíAl. Hállese el ángulo <p entre 
las rectas CA y DB. 

A Sea que CA y DB son los vectores directores de las 
rectas CA y DB. 



Fig. 207 

Tomemos el punto M por origen de coordenadas. Según la 
condición del problema tenomos A (4; 0; 0), B (0; 0; 3), 

C <0; 8; 0), D (2; 0; 0). Por lo tanto CA ■= (4; —6; 0), 

DB = (—2; 0; 3). 

Hagamos uso de la fórmula (1): 

- IM-2) + ( -6)-0 + 0-3;i _ 4 

V , 16+ 36 + 0 V 4 + 0+0 13 ’ 

Por la tabla do los cosenos determinamos, que el ángulo 
entre las rectas CA y DB es igual, aproximadamente, 
a 72°. A 


§ 70. Condiciones de paralelismo 
y perpendicularidad de dos rectas 

Las rectas condos vectores directores a y b: 
a) son paralelas si, y sólo si, los vectores a y b son coli- 
neales; 
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b) son perpendiculares cuando y sólo cuando los vcclores 
a y b son perpendiculares, es decir, cuando a b =0. 

De aquí obtenemos las condiciones necesarias y suficien¬ 
tes de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas, defi¬ 
nidas por las ecuaciones canónicas. 

Para que las rectas 

a, <> a a, 3 b, b 2 b 3 

sean paralelas, es necesario y suficiente que se cumpla la 
condición 


6. 


fa. a» 

-■ST“TT- 


(D 


En caso de que cualquiera de los números 6,, í> 2 , b 3 sea 
igual a cero, deberá anularse también el número que le co¬ 
rresponda a¡, a 3 , a s . 

Para que las rectas sean perpendiculares es necesario 
y suficiente que se cumpla la condición 


a i b i 4- a¡b 2 -j- a 3 b 3 = 0. (2) 

Problema 1. Entre los siguientes pares de rectas señálense 
los pares de rectas paralelas y perpendiculares: 


■ x— 0.3 y-i-5 i— i 

' 2 4 —13 

I 2a; — 3^ 4- 8 =0. 

1 l 4x— 2y — 2z (- 1 =■ 
r x = 2-f-2í, 
c ) \ y = 4 4- 3í, y I 
l 2=44-1 1 


V X+1 — y ~ A — * + 2 ■ 

1 3 5 ‘¿ ' 

v I ~ 1 V — 1 . 

0 J 3 T 4 ' 

2x4-p —5 = 0, 

3y — 2z4-9 = 0. 


a) Es ovjdento que los vectores directores a = (2; 4; —13) 
y b = (3; 5; 2) no son coüneales. Por consiguiente, las 
rectas no son paralelas. Comprobemos la condición (le perpen¬ 
dicularidad 


a x b 3 4- a t b, 4- a 3 b 3 = 2-3 4- 4-5 — 13-2 = 0. 

Las rectas son perpendiculares. 

b) El vector director de la segunda recta tiene las coor¬ 
denadas b = (3; 2; 4). Por vector director do la primera 
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recta se puede tomar el producto vectorial de los vectores 
normales n t = (2; -3; 0) y n a = (4; -2 -2) de los planos 
que dofinen esta recta: 

i j k 

a - («,; « 2 | =, 2 —3 0 -6/-4y+8fr. 

4 -2-2 

La condición (1) se cumple, ya que =» -i = i. . Las 
rectas son paralelas. 

c) El vector director de la primera recta tiene las coorde¬ 
nadas a — (2; 3; 1). Es fácil reducir las ecuaciones do la 
segunda recta a la forma canónica 



¿ ¿ 


Por consiguiente, b = (—-i; 1; y) • 

Los vectores a y 6 no son paralelos. Tampoco son perpen¬ 
diculares, ya que 

a,b, + a 2 b 2 +a s b 3 = 2 ( - 1 ) + 3 +1 ^ 0 . 

rectas dadas no son paralelas ni perpendiculares. 

Problema 2. Hállese la ecuación de la recta que pasa 
por el punto A f 0 (2; —3: 4) perpendicularraente a las rectas 

£±2_ y —3 _ 2 + 1 -e+4 y —O z — 4 

1 -1 - t V ' 

' Sea que ol vector (o; b; c) es el vector director de la 
recta buscada. Entoncos sus ecuaciones tienen la forma 

j— 2 _y+3 z—4 
a 6 r * 

Utilizando la condición (2) de perpendicularidad do las 
rectas, obtendremos un sistema de dos ecuaciones respecto 
a las incógnitas a, b y c: 

I a — b+ c=f), 

i 2a-t-ó + 3c = 0. 
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Este sistoma so resuelve fácilmente. Su solución es 



donde c es un númoro arbitrario. Por consiguiente, la ecua¬ 
ción de la recta buscada tiene la forma 

j— 2 _ y+3 r—4 

4c _c_ c • 

3 3 

c=b 0. De donde 

*— 2 _ y+ 3 _ «—á , 

4 1 3 - 

§ 71. Rectas cruzadas. Condición de pertenencia 
de dos rectas a un mismo plano 

Como se sabe (46), las rectas l , y Z 3 se denominan cruza¬ 
das, si no están situadas en un mismo plano. Sea que a y b 
son vectores directores de estas rectas, y los puntos y M t 
pertenecen a las rectas y 
(ñg. 208) respectivamente. 

Entonces, los vectores a, b, 

M X M a no son coplanares, y, 
por lo tanto, su producto 
mixto no es igual a cero, es 

decir, («; í>; 0. 

También es válida la afir¬ 
mación inversa: si (a; b\ 

M¡M t ) ¥= 0, los vectores a\b\ 

Af|A/ 2 no son coplanares, y, 
por consiguiente, las rectas l¡ 208 

y l 2 no están situadas en 

un mismo plano, es decir, so cruzan. Así pues, dos rectas 
se cruzan cuando y sólo cuando se cumplo la condición 

(a; b, =£ 0, (1) 

donde a y b son vectores directores de las rectas, y M, y M a 
son puntos pertenecientes a las rectas dadas respectivamente. 
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La condición 


(a; b■ M t M¿ =0 (2) 

es la condición necesaria y suficiente para que las rectas 
se sitúen en un mismo plano. Si las rectas están definidas 
por sus ecuaciones canónicas 


X—X, 


a ¡ 


. y — Vi « — »i 


a i 


y 


*— x z __ y —Vi 


z—z. 




entonces a - (a,; a 2 ; a,). ó = (fc l5 b t ; b 3 ), M x (x l5 y,; »,), 
i (* 2 ! ^sí * 3 ) y * a condición ( 2 ) se escribe del modo siguien¬ 
te: 


a i 

b, 

x,—x 


“3 

b, 

y 2 —y. 


= 0 . 


(3) 


Problema. Analícese la situación reciproca de las rectas: 
x—2 v — 4 z— 4 


* 3 + 2í, 


«—3 g+1 «—3 

y -1 ~ 2 — “3“' 


í *“■ 3 + 2f, r 
b) { y = 3 — 8¿, y f 
l z = 7d-4í l 

C) ( f 


i-l-y + í-1 =0, 
5x 4-y —z+ 17=0 


= 2 — t, 

■5 + t, 

-7 + t; 

x —4 _ y—2 _ 1 — 8 


a ) En 01 caso dado « = (2; 3; 1), ft = (—1; 2; 3), 
(2; 4; 4), 71/ 2 (3; —1; 3). Comprobamos la condición 



— 1 2 

+ I j = 26 4-64-39^0. 


Por consiguiente, las rectas dadas se cruzan. 

b) Los vectores directores de las rectas tienen las coor¬ 
denadas a = (2; — 8 ; 4), b = (—1; 1;,1). La primera recta 


248 



pasa por el punto M x (3; 3; 7), la segunda recta, por el 
punto AÍ 2 (2; 5; 7). Comprobemos la condición (3): 



-8 4 

1 1 

[2 0 


2 


1 

2 


+ 8l 


-1 1 
-1 0 


+ 4 


= —4 + 8 —4 = 0. ¡ 




Las rectas dadas están situadas en un mismo plano. Los 
vectores directores de las rectas son, evidentemente, no coli- 
neales. Por consiguiente, las rectas se cruzan. 

c) Tomemos por vector director de la primera recta el 
producto vectorial de los vectores rt, =■ (1; 1; 1) y «, = 
= (5; 1; —1), es decir, do los vectores normales de los 
planos quo definen la primera recta: 



i j k 

11 11 11 11 111 

a = 

11 1 

5 1 —1 

= *|l _l|-'| 5 -l| + /í |5 1 


- — 2Í + 6/-4*. I 


De la ecuación déla segunda recta vemos que b ■= (1; —3; 
2). Los vectores directores de las rectas dadas son colineales, 
ya que ^ ^ Por consiguiente, las rectas dadas 

son paralelas. Puesto quo el punto M z (4; 2; 8) perteneciente 
a la segunda recta no satisface las ecuaciones de la pri¬ 
mera recta, las rectas dadas no coinciden. A 


§ 72. Cálculo del ángulo entre una recta y un plano. 

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad 
de una recta y un plano 

Examinemos la recta l con el vector director a y el plano 
p con el vector normal n. Designemos con cp ol ángulo on- 
tro la recta l y ol plano p, y con ip, ol ángulo entre los vecto- 
resa y n. Es fácil ver que «p= 90° — tp, si t|> ^ 90° (fig. 209. a) 
y cp = ip— 90°, si ip > 90° (fig. 209, ó). En ambos casos 
es válida la igualdad sen <p = J cosip |. 

Por la fórmula (1) del § 20 hallamos 

eos tp = eos (o; | a °;" - „ -T . 
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y, por consiguiente. 


Si son conocidas las coordenadas cartesianas rectangula¬ 
res del vector diroctor de la recta y del vector normal del 



plano a — (a,; a 3 ; a 3 ) y n = (A; B\ C), entonces el ángulo 
cp puede ser calculado con ayuda do la fórmula 


sen q> ¡ 


I +a t fí-^-a 3 C | 


0 ) 


/aj + al + a* \/A*+ B*+C* 

Problema 1. Calcúlese el ángulo entro lo recta y el plano: 

x— i _ y _g — 7 


a) 


-1 


y 4* + y + z+l3=0; 


f * = 2-3 1, 

b) < y = 1 — t, y x-(-2y — 2 + 1 = 0 , 

[ 2= — 4¿ 

í 3*—2 y + z+i = 0, 

C) i 4*-3y + 4z=0 y 2 *-í,_22 + 5=0. 

- a) En el caso dado a = (2; 2; —1), n = (4: 1; 1). 
Por la fórmula (1) calculamos el seno del ángulo buscado: 


~ T —. U-«+2-l-M| _ 9 _ i 

V4+4 + 1 y 16+1 + 1 3 yÍ8 K2‘ 

El ángulo entre la recta y el plano es igual a 45°. 
b) Puesto que a = (—3; —1; —4) y n = (1; 2; —1), 
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entonces 


1 


i 


- 3 - 2—4 


-O —' £. — ** 

sen q) = — , - — —— 

y 9+1 + 16 J1 + 4 + 1 


l/íl 


: « 0,08. 


Por la tabla de senos hallamos que <p « 5°. 
c) Tomemos por vector director de la recta el producto 
vectorial do los vectores normales «, = (3; —2; 1) 1) n., = 
= (4; —3; 4) do los planos que definen la recta. Hallemos 
sus coordenadas: 


a — |/*,; n 2 \ 


i j le 
3 —2 1 
4-3 4 


— 5i — 8; — k. 


Las coordenadas del vector normal del plano dado las 
hallamos de su ecuación « = (2; —1; —2). Por la fór¬ 
mula (1) calculamos el seno del ángulo buscado: 


sen ip ™ 


1-1Q+H+2I 
y 25 + 04 + 1 V'4 + 1+4 


El ángulo entre la recta y el plano es igual a cero. ▲ 
La recta con el vector director a y el plano con el vector 
normal « son paralelas si, y sólo si, los vectores a y n son 



Fig. 210 

perpendiculares (fig. 210, a). Es evidente, que para que 
la recta y el plano sean perpendiculares, es necesario y sufi¬ 
ciente que los vectores a y n sean colineales (fig. 210, b). 
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Si la recta y el 
*—‘i _ v—y i 

a i 

ellos son: 


plano están definidos por las ecuaciones 

= Z -~ y Ax+By-\-Cz + D = 0, 


a) paralelos si, y sólo si, 

a \A -t - a $B ■!“ a 3 C = 0; (2) 

b) perpendiculares cuando y sólo cuando 

— ^ 2 . 
a n ~ c • 


La recta está situada en el plano si, y sólo si, en primer 
lugar, es paralela al plano y, en segundo lugar, por lo menos, 
un punto suyo pertenece al plano. Por lo tanto, la;condi¬ 
ción necesaria y suficiente de pertenencia de la recta —- 1 = 

_ _ Q \ 

“ y ~~ = z ~ l al plano Ax + By + Cz + D =* 0 con¬ 
siste en el cumplimiento de las dos igualdades siguientes: 
a.A + a a fí + <i 3 C = 0 y Ax i + «y, + Cz, + D = 0. (4) 

Problema 2. Entre los siguiontes pares de rectas y pla¬ 
nos indíquensc los paralelos o perpendiculares; en caso de 
intersecarse una recta y un plano, hállese el punto de inter¬ 
sección: 

°> ^=*^“5 y 7* —2y+3z —1-=0; 

b) y x-y + z- 3 == 0; 

, (Car -|- 3y — 2z — 21 = 0, 

C) l6:r-t- r y f 2z-3l=0 y 2* - 6y - 3z - 91 -0. 

^ a) El vector director do la roela tiene las coordenadas 
« = (3; 3; —5). el vector normal del plano, n *= (7; —2; 3). 
Es evidente, que los vectores son no colineales; por consi¬ 
guiente, la recta no es perpendicular al plano. Comprobemos 
la condición (2) de paralelismo de la recta y el plano 

a¡A 4- a„B + a„C = 3*7 — 3- 2 — 5 -3 = 0. 

La condición se cumple. La recta y el plano dados son 
paralelos. 
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b) En el caso dado a = (2; 3; 4) y n = (1; —1; 1). 
Los vectores no son colineales, por oso la condición (3) no so 
cumple. Comprobemos la condición (2) de paralelismo de la 
recia y el plano: 

M + A,B + a 3 C = 2.1 —3.1 + 4-1 ^ 0. 

La condición no se cumple. La recta y el plano no son 
paralelos y, por consiguiente, se cortan. Para determinar las 
coordenadas del punto de intersección es necesario resolver 
un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas: 

( _*__ 'J —1 _ 8—1 

2 3 ~ 4 • 

x-y-\-z — 3 = 0. 


Tal sistema es fácil resolver, escribiendo previamente 
las ecuaciones de la recta en forma paramétrica: 

( z = 2í, 

< 11-1+3* 
l *-1+4*. 


Sustituyendo los valores x, y y z on la ecuación dol plano, 
obtendremos 

21 — (1 + 31) + 1 + 41 — 3 = 0, 

de donde t — 1 y, por lo tanto, a: = 2, y = 4. z *= 5. 
La recta y el plano se intersecan en el punto (2; 4; 5). 

c) Tomemos por vector director de la recta ol producto 
vectorial de los vectores n l = (6; 3; —2) y n 2 — (6; 1; 2), 
es decir, de los vectores normales que definen la recta dada. 
Hallemos sus coordenadas: 


a 


i*»i; «2] = 


i j k 

6 3—2 
6 1 2 


= 8£ — 24/ — 12fc. 


El vector normal n del plano dado tieno las coordenadas 
(2; —6; —3). La condición (3) de perpendicularidad de la 
recta y del plano está cumplida, ya que 

8 _ —24 . —12 

2 —e —3 • 
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La recta y el plano dados son perpendicularos. Para deter¬ 
minar el punto de intersección de la recta y del plano escri¬ 
bamos la ecuación de la recta en la forma paramétrica. 
El vector director de la recta ya está hallado, es el vector 
a — (8; —24; —12) o el vector colinoal a él (2; —6; —3). 
Nos resta hallar un punto cualquiera de la recta. Considera¬ 
mos que x — 0, entonces 


3y — 2z= 21, 
¡/-i 22 = 31, 


de donde y = 13, s = 9. El punto (0; 13; 9) pertenece a la 
recta. Por consiguiente, las ecuaciones pnramótricas de la 
recta tionon la forma 


{ x ■= 2 1, 

y — 13 — Gt, 

2 = 9 — 3t. 

Sustituyendo los valores x, y y z en la ecuación del 
plano, obtendremos 

4f — 6 (13 — 6t) — 3 (9 — 3í) — 91 = 0 

o 49< = 196. t = 4. El punto de la recta, que se obtiene 
para un valor del parámetro t = 4, pertenece al plano. La 
recta y el plano se cortan en el punto (8; —11; —3). A 
Problema 3. ¿Para qué valores C y D la recta = 

= = ~ 2 ~ pcrtenoce al plano x + 2y -f Cz + D = 

= 0 ? 

¿ En el caso dado las condicionos (4) de portenencia de 
la recta al plano tienen la forma: 

-2-l-|-3.2 + 2-C = 0, — 2 + 2-1 + 3-C + D = 0. 


Por consiguiente, C ■= —2 y D = 6. A 
Problema 4. Hállese la ecuación del plano que pasa por 
el punto M 0 (4; —3; 1) paralelamente a las rectas: 


x _ y 
T~2 



x-t-1 y~3 z — 4 

””5 ~ 4 = 2 


£ La ecuación del plano que pasa por el punto dado M 0 
tiene la forma 


A (x — 4) + B (y + 3) + C (z — 1) = 0. 
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Este plano será paralelo a las rectas dadas si, y sólo 
sí, para cada una de las rectas está cumplida la condición 
(2) de paralelismo de la recta y del plano. Por lo tanto, 
para determinar los coeficientes A, B y C tenemos dos ecua¬ 
ciones 

&A + 2S — 3C = 0, 

5A + 4B + 2C = 0, 

8 27 

de las cuales hallamos fácilmente: A = yC, U = —^ C. 

* _ y • * + t y — 3 _ 8—4 

6 2 —3 5 5 4 2 ' 

La ecuación buscada del plano será la ecuación 

yC(x —4) — ({H-3) + C(í — 1) =0 C^O, 

Ó 16z — 27y 4- 14z — 159 = 0. ▲ 

Problema 5. Hállonso las ecuaciones canónicas de la recta 
que pasa por el punto M„ (—5; 0; 8) y os perpendicular 
al plano 2x ¿— 3y + 5z = 0. 

A Las ecuaciones do la recta que pasa por el punto 
dado M 0 tienen la forma 

x + b _ _y_ _ - — 8 

a, ~ a. ~ a, * 

Esta recta será perpendicular al plano dado cuando y só¬ 
lo cuando esté cumplida la condición (3) de perpendiculari¬ 
dad de la recta y el plano: 

a * 

2 —3 5 * 

es decir, cuando el vector n = (2; —3; 5) es el vector direc¬ 
tor de la recta. Por consiguiente, la ecuación buscada tiene 
la forma 

J+5 _ y_ 8 —S 

2 —3 5 ' * 

Problema 6. Hállense las ecuaciones de proyección do la 
recta 

x — 1 8 

9 - —4 — 7 

sobre el plano 

2x — y — 3z + 6 = 0. 
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A La proyección de la recta sobre el plano es la recta de 
intersección de dos planos: del plano dado y del plano que 
es perpendicular al dado y atraviesa la recta dada. Por lo 
tanto, para resolver el problema es suficiente hallar la 
ecuación del plano que contiene la recta dada y es perpendi¬ 
cular al plano dado. Sea que 

Ax •+• tíy Cz + D =0 

os la ecuación del plano dado. Entonces, de la condición de 
perpendicularidad do los planos obtenemos la ecuación 

2A — tí — 3C = 0 , 

y de la condición (4) de pertenencia de la recta al plano, 
las ecuaciones 

9 A — 48 — 1C — 0 y A — B + D = 0. 

De las ecuaciones obtenidas se deduce que: 

A = —5 C, tí ■= — 13C, D = —8 C. 

Así pues, la ecuación del plano que es perpendicular al plano 
dado y que pasa por la recta dada será la ecuación 

— 5 Cx — \3Cy +Ci — 8C «= 0 , C # 0 , 

ó bx -f 13 y — z -f 8 = 0. 

La proyocción buscada es la intersección dol plano dado 
y el hallado. Por consiguiente, sus ecuaciones son 

f 5x+13y — z + 8=0, 

l 2x — y — 3z + 6 = 0. A 

Problemas para el capítulo V 

5.1. Se da el paralelepípedo AtiCDA,B,C,D,. Escríbanse por 
medio de los vectores Afí = r„ AD — r t . A A, = r 3 las ecuaciones 
vectoriales pnramél-ricas de las rectas’. a| AC,; bl CA¡, el BD,\ d) DD, ; 
c) CD,. 

5.2. Escríbanse las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa 
por el punto y que tiene un vector director o, si: 

a) M t (•■ 2; 3) o(2;-2; 1); 

bl ítf # (3; -2; 0), a (l; —1; /2); 

l) w# (t : T : t)’ •«***>• 
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5.3. Escríbanse las ecuaciones canónioas de lo recta que pasa 
por el punto M 0 y que tiene un vector directora, si: 

a) Aí„ (-2; 0; 1), a (2; —3; 4); 

h) Ai, (2; -1; 01, a i 1^3; \'2\ 1); 

c) (3; 0; —3). a (ó; 1; 0). 

5.4. Escríbanse las ecuaciones canónicas de la recta que pasa 
por los puntos M, y M„, si: 

a) M¡ (3; —i; 0), Ai, (—2; —5; 4>; 

b) M¡ (1; —1; 4), Ai, (4; —1; 2); 

c) (0: 1; —5), M t (— 2; 1; —5). 

5.5. Se da un triángulo con los vértices en los puntos A (1; —2; 
—4), B (1; 6; —8). C (—7; 11; 0). El segmento CAÍ es la mediana 
del triángulo. Esaríbansc las ecuaciones paramélricas y canónicas de 
la recta CM. 

5.6. Hágase la ecuación del plano que atraviesa los puntos Aí„ 
A/„ Ai,, si: 

a) M, (-2; 3; 5). Ai, (4; -3; 0), Ai, (0; 6; -51; 

h) Ai, <2; 0; 4), Ai, & 1; _2>, Ai, (ó; -3; -1); 

c) Ai, (3; 1; —51. Ai. (8; 3; 3). Ai, (—2; —1; 4). 

Escríbase para cada plano la ecuación segmentaria. 

5.7. Escríbase la ecuación del plano que atraviesa el punto Aí 0 


> perpendicular al vector n, si: 
al Aí„ (2; 3; 5). n - (4; 6; 0); 


1>) Ai o (3; -5; —2). n = (4; —11; 

c) A/o (0. 0; 0), n = (0; —7; 4); 

d) (1. 2. 3), n = <0: 1; 0). 

5.8, Escríbase la ecuación del plano que atraviesa el punto Aí 0 
y es paralelo al plano dado, si: 

a) Ai o (i, —5, 4) 4ar—72 + 0 = 0; 

b) Ai n (3, 4. -lt), 2 = 0; 


c) Ai, (2, -1, 3). - -íf-+-|- = l. 


5.1). Hállese la ecuación del plano que pasa por el punto 
Aio (1; 2: 4) y el eje de las aliscisas. 

5.10. Hállese la ecuación del plano que pasa por los puntos 
Ai, <2; —1; 1) y Ai. (0; 1 ; 2) paralelamente a] eje de ordenadas. 

5.11. Calcúlese el área del triángulo que se corta del ángulo de 
coordenadas yOi por el plano 2x — 3;/ -+ 6 z — 24 = 0. 

3.12. Calcúlese eJ áugulo entre los planos: 

a) x — 4 v — 82 + 1 = 0 y x + 20 y + 7* = 0 ; 

t>) 6 * + 3y - 2 z - 7 = 0 y * + 2y + «z — 5 -r 0¡ 

C) 8 <• + Ay -1- 2=0 y 2x — 2;/ + 2 + 13 = 0; 

d) X — Z — 1 — n _ y y — 2 ■+ 5 = O. 

3.13. Determínese, cuáles de los siguientes pares de los planas 
son paralelos, perpendiculares o coinciden: 

a) 2*+3y+42—12 = 0 y 6 r + 9y + 122 —12=0; 

i» 3a;+4y —z + l=0 y a:—2y—5i + 3=0; 

c) 2*+3y—4z = 0 y 2x+y+z—l'ó = 0; 


d) l0*-U¡, + 6*-240 = 0 y 


17-01880 
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5.14. Determínese, para qué valores k son perpendiculares los 
siguientes planos: 

a) 3x + ky -j- 4z — 5 = 0 y 4* — 3y 4- 4z + 2 = 0; 

b) 3* + 4y + kz — C = O y 4* — 3y + Kz + 1 = 0; 

o) kx -f- 4y + 3z — 4 = 0 y 3y — 4z 4- 3 = 0. 

5.15. Determínese, para qué valores o y p son paralelos los pla¬ 
nos siguientes: 

a) 3* 4- ay 4- 4z — 3 = 0 y ix — 3y 4- fiz ■+ 4 = 0; 

b) 3* + ay + 4z — 2 = 0 y 4z + ftz + 5 = O; 

c) 3* + u + a» — 1 = 0 y 6* 4- 2y 4- 10s 4- p = 0. 

5.16. Escríbase la ecuación del plano que pasa por los puntos 
Af, (3; —2; 1) y A/, (6; 0; 51 y es perpendicular al plano x y + 
4- 2 * — 4 = 0. 

5.17. llágasela ecuación del plano que pasa por el punto Aí 0 (l; 2; 3) 
y es perpendicular a los planos x — y -fs — 7=0, 3x + 2 y — 
—■ I2z 4- 5 = 0. 

5.18. Escríbase la ecuación del plano que pasa por el punto 
M t (3; —2; 1) perpendicularmente a los planos 3y — 5* 4- 1 = 0, 
* = 0. 

5.19. Escríbanse las ecuaciones canónicas de la recta de inter¬ 
sección de los planos x — 2y 4- 3z — 4 = 0 y 3x 4- 2y — 5z — 4 = 0. 

5.20. Hállense las ecuaciones canónicas de las rectas siguientes; 


o) , x+y — «4-2 = 0. 

\ 3*—1=0; 

e) I *—V 4-2»=0, 
l 2*4-3y — « = 0; 
e) r y 4-2* —0, 
l 3y — z=0; 


b) r 2 *—3=0. 

I y4-5 = 0; 
d) l 3*4-5y—6 = 0, 
\ i—2y4-3=0; 
f) / 2y4-«=0, 

\ 3*—1 =0. 


5.21. Hállense las ecuaciones canónicas de la rectas, formadas 

S or la intersección del plano 2* — 3y — 4* 4- 11 =0 con los planos 
e coordenadas. 

5.22. Hállense las ecuaciones paramétricas do la recta: 

a) í x — 2y4-3»—4 = 0, b) f x— 2y4-3i4-l =0; 

\3y4-2y— 5« —4 = 0; \ 2»4-y — 4a— 8 = 0. 

5.23. Hállese la ecuación del plano que pasa por la recta do 
intersección de los planos 2* — 3y -f z — 3 = 0, x 4- 3y 4- 2z 4- 1 = 
— 0 y el punto Af 0 (1; —2; 3). 

5.24. Hállese la ecuación del plano que pasa por la recta de 
intersección de los planos 2x — y 4- 3z — 5 = 0, x 4- 2y — *4-2 = 
= 0 paralelamente al vector (2; —1; —2). 

5.25. Normalícense las ecuaciones de los planos: 
a) 3* — Cy 4- 2z 4- 21 = 0; 

b) 5x 4- 12y 4- 26 = 0; 

c) 2z 4- 13 = 0. 

5.26. Hállese la distancia del origen de coordenadas al plano: 
a) 4x — 2y — 4z + 7 = 0; 
b) 15*_+ 16y - 12z - 100 = 0; 

c) Y2z 4- y — z 4- 32 = 0. 

5.27. Hállese la distancia de un punto a un plano: 
a) M (1; 2; 4), 2* 4- 2y — z — 11 = 0; 
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b) M (7; 0 ; —7), 18* — 6 y + 9 i 4 . 14 = 0 ‘, 

e) M (VT5: Vl2; 2) y y? + 1 + 20 = 0. 

5.28. Calcúlese la distancia del punto M (0; 1; —3) al plano 
que pasa por los puntos M, (3; 1; —5), M t ( 8 : 3; 3) M, (—2; —1; 4 ). 

5.29. Calcúlese la distancia entre los planos paralelos: 

2* t _ 1 *+ ? 5 = 0 y t i2 ¡> - «* - 6 = °; 


b) 5* + 2y — 3z — 5 = 0 

c) 7 * — y + y/2i —3/2 
5.30. Calcúlese el ángulo 1 


y 10* + 4y — 6z + 5 = 0; 

■ “ 0 y 7 l/S* — y% + 2i — 6 : 
entre las rectas: 


*+2 , y —3 
1 1 


bW.- 2 *+l, f2x + „_ 

•í y=.3t-2, y { " 

\4x-y_ 


* + 5 . 

~7T' 


— 4i+2 = 0, 
—5i + 4 = 0; 


c) f 3*—-1y + 3*-H-0. 

\ x—8y —6i + 2=0 


x —2*—3 = 0, 
t+2y+2i + 9 = 0. 


5.31. Determínese, cuáles do los siguientes pares de rectas son 
paralelas y cuales son perpendiculares: 


» + l _ *— 


-3 -2 


■r—7 _ y — 1 i — 3 
5 6 ~ 1 : 


b) r* = t, (*-=«, 

jí“-4i, y < y= — 8— 4t, 
{t=— 3l l -3—3f, 


c) í 2* — 2 i—7 = 0 , 

\ * + y-3i + 5 = 0 
ti) I x~ 4i = 0, 

\ 2*—y—9s + 2 = 0 


f * + 2y-5. = 0, 

\ *—2y + 3i — 13=0; 
f 3y + 3z —11=0, 

\ 2*— 2y — i+ll=0. 


5.32. Se dan las rectas 


x+2 y z — 1 

2 = —3 ~ 4 » 


*—3 _ y —i z—7 
<x 4 ^ 2 


para qué valor a son perpendiculares. 

5.33. Hállense las ecuaciones oanónioai da la recta que está 

sttuaúa en el piano yOz, que pasa por el origen de coordenadas per- 
pendioulannente a la recta x ~ íff — U ~ * : ~ ^ 

5 . 34 . Hállense las ecuaciones canónicas de la recta que pasa 
por el punto Af„ ( 2 ; —3; 4) perpendicularmente a las rectas 


* —0 y —0 1 + 5 

1 1 ~ 1 


y-M _ 1—2 
—2 "" 1 


17 
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5.35. ¡Determínese, si están situadas én un mismo plano las 
t-ectas siguientes: 

*+l _y_—J_*_ „ *+‘»9 _ y + 37 _ x . 


1>) 


*—10 


1 

M ±i 


2 


48 


37 

—2 + 31, 


— 13 


{ *=— 2-t 

y = -l. 

i = 4—í; 


11 —4 

c) ( 2x— 3i + 2 = 0; f *—12*+49=. O, 

\ -¿y — z -—6=0 y l 4y — 37i +148 = 0; 

d) r* = 3i—1, / p = 2x—5, 

\„=-5s + 7 y \i = 7*+2. 

5.36. Determínese si se intersecan las rectas siguientes: 


«) 


*—1 y —2 

2 — —2 


y+5 


i \ x — ^ 
b > — 


*¥-= ‘ 


— 1 * — 2 3 

.. *+2 _ 


— 1 —'' 
1 


o) 


3 —2 1 - 

5.37. Determínese si las rectas dadas son cruzadas: 
*—1 y—2 i * _ y + 5 _ z — 4 . 

2 ~~ -2 ~ -1 1 -2 3 1 ’ 

/ *+2y — 5i — 1 =0. f * + y — 3a + l =0; 

\*-2y + 3i-9 = 0 y \ 


a) 


*-»-|-*+8=»ü. 
5.38. Calcúlese ul ángulo entre la reola y ol plano: 

±±¿ = .¡¡£± = ±±5 y , + 1 + 7 = 0: 


b) 


c) 


-7 + 51. 
= 4 + 1. 

= 5+41 


, + i + 7. 
3* — y+ 2r—5=0; 


{i: 

{^-ÍÍÍÍt-O =-%-«- + <3-«- 


5.39. Analícese la situación reciproca do los siguientes pares 
de rectas y planos (en caso de intersección do la recta y el plano, há¬ 
llese ei punto de intersección): 


o) 


3 


y+ 10 *+3 


y y + 4a + l = 0; 

y 2x—y — 2i—8 = 0; 


— 4 1 

1.) í 3x—2y + 2 + 3 = 0, 

\ 4* — 3y + 4i + 1 = O 
o) (-* = 12 + 41, 

y 3*+5y —a—2 = 0; 


(• * = 12 + 41, 
< y =9 + 31, 

( 2=1 + 1 
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y 4x+3 y + z —8 = 0; 


d) 


e) 


x —2 


y-i 


3 — 5 


4 

i—2 


8 


1 

2 + 5 


4r+jí — 7 = 0. 


— 1 4 — 2 

5.40. Hállese la ecuación de la recta que pasa por el punto 
M„ (2; 0; —1} perpendicularmonte al plano 2x + '¿y — z + 7 = 0. 

5.41. Hállesejla ecuación del plano que pasa por el punto 

M„ (7; 0; li) perpendicularmente a la recta — = y- ■= —. 

5.42. ¿Para qué valores de i y p la recta g~ — ^jj“ = —g— 
pertenece al plano x — 2y — 4z + 1 = 0? 

z — 1 

2 ” 


5.43. Hállese la ecuación de la proyección de la recta 
y +2 t-2 

-a - 2 


sobre el plano 3a- + 2y — i — 5 *= 0. 


5.44. Hállense las ecuaciones canónicas de las proyecciones de 
la recta 

í 3r—2y— z — 2=0, 

U+4J-53-10 = 0 


sobre los planos de coordenadas. 



Capítulo VI 


SUPERFICIES CURVILINEAS ELEMENTALES 
Y CUERPOS DE REVOLUCION 


§ 73. La esfera y el cuerpo esférico 

So denomina esfera de radio R con centro en el punto C 
(fig. 211) el conjunto de todos los puntos del espacio que 
se encuentran a la distancia dada R de un punto fijo C. 

Con otras palabras la esfera de radio R con centro en el 
punto C es un conjunto de todos los puntos M del espacio que 

satisfacen la condición 

I CM | = R. (1) 

Se denomina diámetro 
de la esfera el segmento 
que une dos puntos de ésta 
y pasa por su centro. Es 
evidente que la longitud 
del diámetro de la esfera 
de radio R es igual a 2 R. 

Si en el espacio está de¬ 
finido un cierto sistema car¬ 
tesiano rectangular de coor¬ 
denadas y (a; b\ c) son las 
*"*&• 211 coordenadas del punto C, 

y (*; y\ z) son las coorde¬ 
nadas del punto M, entonces la condición (1) torna la 
forma 

V{x ~ a)* + (y - ó)* + (* - c) a = R. 

De aquí se deduce que la esfera de radio R con el centro 
en el punto C (a; b\ c) tiene la ecuación 



(x — a)* + (y — ¿>) a -F (z — c) 2 = R*. 
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( 2 ) 




En particular, la esfera de radio R con el centro en el 
origen de coordenadas tiene la ecuación 

** + y* + z* - R*. (3) 

Problema i. Hágase la ecuación de la esfera de radio 
R = 5 con el centro en el origen de coordenadas. 

A Sustituyendo directamente en la ecuación (3) el valor 
del radio obtendremos 

x* + y* + z* = 25. A 

Problema 2. Escríbase la ecuación de la esfera con cen¬ 
tro en el punto C (2; —3; 5) y radio igual a 6. 

A Sustituyendo el valor de las coordenadas del punto C 
y el valor del radio en la ecuación (2), obtendremos 

{x - 2)* + (y + 3)* + (* — 5)* =• 36. a 

Problema 3. Hállese el centro y el radio de la esfera 
(* + 4)* + (y — 3)* + 2 * =3 100. 

A Comparando la ecuación dada con la ecuación de la 
esfera (2) vemos, que a = —4, 5 = 3, c = 0, R = 10. Por 
consiguiente, C (—4; 3; 0), R = 10. A 

Problema 4. Demuéstrese que la ecuación 

x* 4- p a + 2 * — 2x + Ay — 62 4- 5 = 0 
os la ecuación do la esfera. 

^ Transformemos el primer miembro de la ecuación 
dada formando los cuadrados de los binomios que contienen 
x, y y 2 respectivamente: 

x* — 2x + p® -p 4y + 2 ’ — 62 + 5 = (x — 1)* — i 4 * 

+ (y+ 2)*-4 + (2 — 3)* — 9+5 = (x-l)» + Ü/ + 2)2 + 
+ (* — 3) a - 9. 

Por consiguiente, la superficie dada tiene la ecuación 
(x — 1)* 4- (y + 2 ) 2 + (z — 3)* ■= 9. 

Esta ecuación representa una ecuación de la esfera con 
centro en b 1 punto C (1; —2; 3) y radio R = 3. A 

Se denomina cuerpo esférico {globo) de radio R con centro 
en el punto C el conjunto de todos los puntos del espacio, 
cuya distancia del punto fijo C no sobrepasa el número 
dado R. 



Con otras palabras, el cuerpo esférico de radio fi con cen¬ 
tro en el punto C es el conjunto de todos los puntos M 
del espacio que satisfacen lo condición 

I CM | < R. 

En coordenadas esta condición tiene la forma 
(x — af + (p — ó) 1 +• (z — c)* < R 3 . 

La esfora de radio R con centro en ol punto C so denomina 
superficie esférica. Al respecto se dice que ella limita el 
globo de radio R con centro en el punto C. 

Teorema. A través de cuatro puntos cualesquiera no situados 
en un mismo plano pasa una sola esfera. 

□ Sea que A, R. D. E son cuatro puntos que no están 
situados en un mismo plano. Es suficiente demostrar quo 

existe un solo punto C 
equidistante de los cuatro 
puntos dados. Es evidente, 
que el punto C será ol 
centro de la esfera que pa¬ 
sa por los puntos dados. 

Por los puntos A. H.D 
que, evidentemente, no 
están situados en una mis¬ 
ma recta, pasa un solo 
plano p y una sola circun¬ 
ferencia. Sea que C¡ os el 
pi 8- 212 centro de esta circunferen¬ 

cia. Está claro, que el con¬ 
junto de todos los puntos del espacio equidistantes de los 
tres puntos A, R. O, os la perpendicular l al plano p que 
pasa por el punto C’, (fig. 212). 

Examinemos ahora los puntos A y E. El conjunto tle 
todos los puntos del espacio equidistantes de los puntos 
A y E es el plano q, que es perpendicular a la recta AE 
y pasa por o! punto medio dol segmento AE. El plano q 
cortará obligatoriamente la recta l, ya que el punto E 
no está situado en el plano p. Es ovidonte. que el punto C. 
que es la intersección del plano g con la recta l. será equi¬ 
distante de todos los cuatro puntos dados A. R , D. E. 
De la construcción se ve que ol punto C es el único punto 
del espacio, que satisface esta condición.! 
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§ 74. Posición reciproca del plano y la esfera 

Sea que están definidos el plano p y la esfera <o de 
radio R con centro en el punto C. Analicemos su posición 
recíproca en el espacio. 

Tracemos a través del punto C la recta l perpendicular 
al plano p. Sea que C¡ es el punto de intersección de la rec¬ 
ta l con el plano p. 

Si | CC¡ | > R, la esfera <o no tiene puntos comunes con 
el plano p (fig. 213), ya que el punto C , está situado fuera 



Fig. 213 Fig. 214 


de la esfera de radio R con centro en el punto C, y los demás 
puntos del plano p distan del punto C más que el punto C¡. 

Si | CC¡ | < R. el plano p corta la esfera (o por la cir¬ 
cunferencia (fig. 214) con centro en el punto C x y radio 

r =VR*- ICC,I*. 

De hecho, si M es un punto arbitrario perteneciente a p 
y oí, entonces del triángulo rectangular CC X M obtenemos 

|6’,Af| \CM\*— |CC ,|*«V /?»- \CC,\*^r. 

Por último, si | CC t 1 = R, el plano p con la esfera <o tiene 
un punto común, que es el punto C¡ (fig. 215). 

El plano que tiene con la esfera solamente un punto co¬ 
mún se denomina plano tangente de esta esfera, y su punto 
común, punto de tangencia. 

De lo expuesto se deduce que si | CC¡ | = /?, entonces el 
plano p es un plano tangente a la esfera u, además, el punto 
Cj es un punto de tangencia. Por su construcción el plano p 
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es perpendicular al diámetro que pasa por el punto de tan¬ 
gencia C x . 

Teorema. El plano es tangente a la esfera , si pasa por un 
punto de ésta y es perpendicular a su diámetro, que pasa por 
dicho punto. 

- En efecto, si M os un punto arbitrario del plano p di¬ 
ferente del punto C x (véase fig. 215), entonces | CM \ > 
> I CC X |. y, por lo tanto, el punto M no pertenece a la es¬ 
fera o. Por consiguiente, el punto 
Cy es el único punto común del 
plano p y de la esfera o, es decir, 
el plano p es un plano tangente a 
la esfera <o. ■ 

Problema 1. ¿Cómo están situa¬ 
dos los planos definidos por las 
ecuaciones i = 3, * = 5 y i = 7 
respecto a la esfera 

x* + y* + i* = 25? 

^ La esfera dada es la esfera de 
Plg- 215 radio R = 5 con centro en el origen 

de coordenadas O (0; 0; 0). 

El primor plano dista del centro de la esfera d — 3. 
Por consiguiente, corta la esfera por la circunferencia de 
radio r = y5* —3* = 4 con centro en el punto (3; 0; 0). 

El segundo plano dista del centro do la esfera d = 5. 
Por consiguiente, ol plano es tangente a la esfera en el pun¬ 
to (5; 0; 0). 

El tercer plano se encuentra del centro de la esfera a la 
distancia d = 7 > R. Por consiguiente, el plano no tiene 
puntos comunes con la esfera, a 

Problema 2. El plano y = 3 corta la esfera 
*’ + !/* + z s — 2* + 2z = 16 
por cierta circunferencia. Hállese su radio y centro. 

- Transformando la ecuación de la esfera a la forma 



(x - 1 ) a + p» + <« + 1)* = 18, 

vemos que la esfera dada es la esfera de radio R = ')/18 con 
centro en el punto (1; 0; —1). 

El plano y = 3 dista del centro de la esfera d = 3. Por 
consig uiente, é l corta la esfera por la circunferencia de radio 
r = 1^18 — 9 = 3 con centro en el punto (1; 3; —1). A 
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§ 75 *. Superficies de revolución 

1. Sea que en el plano p están definidas la curva L y 
cierta recta l. Se llama superficie de revolución, la superficie 
engendrada por una curva L 
que gira alrededor de la rec¬ 
ta l. 

Sea que la curva L está si¬ 
tuada en el plano xOy (fig. 216) 
y tiene la ecuación 

y =■ t (*), x e la, fe]. (1) 

Hallemos la ecuación de 
la superficie engendrada por 
la revolución de una curva 
alrededor del eje Ox (fig. 217). Fi «- 216 

Es evidente, que ol punto M 

con las coordenadas ( x ; y, z), donde x 6 |a; fe], pertenece 
a la superficie de revolución buscada si, y sólo si, 

l/y*Tz*= !/(*)!. 

En efecto, los puntos (x; y; z) y (x; / (x); 0) están si¬ 
tuados en una misma circunferencia con centro en el punto 
<*; 0 ; 0 ). 




Fig. 217 

Así pues, la ecuación de la superficie, engendrada por la 
curva (1) que gira alrededor del eje Ox, tiene la forma 

»• + *•=»(/ (*))*, x 6 la; fe]. (2) 

Señalemos que la ecuación (2) se obtiene de la ecuación 
(1) del modo siguiente: ambos miembros de la ecuación (1) 
se elevan al cuadrado y y s se sustituye por y 2 z 
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En particular, si la curva L está definida por la ecua¬ 
ción 

y* “ P (*). (3) 

entonces la ecuación de la superficie, engendrada por esta 
curva al girar alrededor dol eje Ox , tiene la forma 

y* + z* = F (i). (4) 

es decir, simplemente sustituimos y- por y 2 -f- z a . 

2. So denomina elipsoide de revolución, la superficie 
engendrada por la revolución de una elipse alrededor de uno 
de sus ejes. 

Son que en el plano xOy la elipse está definida por la 
ecuación 



(5) 


Hagamos la ecuación de la superficie, engendrada por la re¬ 
volución de la elipse alrededor del eje Ox. La ecuación de 
la elipse (5) se reduce a la forma (3), por consiguiente, para 
obtener la ocuaeión del elipsoide de revolución es suficiente 
sustituir en la ecuación (5) y 2 por y 2 4- z a . Luego do la 
sustitución obtendremos 


£l j- -2l±¿! 

a s : 6* 


( 6 ) 


Esta ecuación se escribe habitualinonle asi: 



Si a > b la ecuación (6) define un elipsoido de revolu¬ 
ción, estirado a lo largo del eje Ox (fig. 218), si a < b la 
ecuación (6) dolormina un elipsoide de revolución comprimi¬ 
do a lo largo del eje Ox (fig. 219) y si a = ó, define una 
esfera. 

Problema i. La elipse con los semiejes b = 6 y a = 4 
y ol centro en el origen de coordenadas gira en torno a su 
eje menor, coincidente con el eje Ox. Escríbase la ecuación 
de la superficie descrita por una elipse en revolución. 

A Escribamos la ecuación do la elipse dada: 
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Sustituyendo y* por y~ + z* en esta ecuación, obtendremos 
la ecuación buscada del elipsoide de revolución: 


** . i/ 3 -»-z* 

16 + 36 


Í£. + Ül+JL =1 . 

16 ^ 36 T 36 


3. Se denomina hiperboloide de revolución, la superficie 
engendrada por la revolución de una hipérbola alrededor de 



Klg. 218 


l'¡8 21 í) 


uno de sus ejes. En caso de que la hipérbola gire en torno 
a su eje real se genera un hiperboloide de revolución de dos 
hojas (fig. 220) y en caso de quo la hipérbola gire en torno 
a su eje imaginario se engendra un hiperboloide de revolución 
de una hoja (fig. 221). 

Sea que en el plano xOy 1a hipérbola está definida por la 
ecuación 



.Escribamos la ecuación de la superficie, engendrada por la 
revolución de una hipérbola alrededor de su eje real Ox. 
La ecuación de la hipérbola (7) se reduce a la forma (3); por 
consiguiente, para obtener la ecuación de la superficie del 
hiperboloide de revolución de dos hojas es suficiente susti¬ 
tuir j/ a por y 3 -1- z 2 en la ecuación de la hipérbola. Luego 
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de la sustitución obtendremos 


a» 


6 * 


' 1 . 


( 8 ) 


Guando la hipérbola (7) gira alrededor de su eje imagina¬ 
rio, es necesario sustituir en la ecuación (7) x 2 por x 2 -f- * 2 ; 
luego, obtendremos 


*• + «* _ y* __ * 

o’ >,• ~ *• 


(») 


Problema 2. La hipérbola con los semiejes a = 3 y ó«=4 
gira en torno a 9u eje imaginario, coincidente con el eje Oy. 



Fig. 220 



El centro de la hipérbola coincide con el origen de coordena¬ 
das. Escríbase la ecuación de la superficie engendrada por 
la revolución de esta hipérbola. 

A Escribamos la ecuación de la hipérbola: 


Para obtener la ecuación del hiperboloide de revolución, 
sustituyamos eri la ecuación de la hipérbola x 2 por x 2 -f z a . 
Después de la sustitución obtendremos 


xS + z 1 V 2 * 

9 16 — 1 


ó 


9 16 



4. Se denomina paraboloide de revolución la superficie 
engendrada por la revolución de una parábola en torno a su 
eje de simetría (fig. 222). 
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Sea que en el plano xÓy la parábola está definida por la 
ecuación 

x* = 2py. (10) 

Para obtener la ecuación de la superficie de revolución, 
es necesario sustituir en la ecuación (10) x® por x® -f z*; 
luego, obtendremos 

x® 4- z* = 2 py. 

Señalemos una propiedad notable más de esta superficie. 
Si hacemos cristalina la superficie interior del paraboloide 

de revolución, y en su foco (se 
denomina foco del paraboloide 
de revolución el foco de la pará¬ 
bola giratoria) colocamos una 
fuente de luz, entonces todos 
los rayos de luz, al reflejarse de 
la superficie del paraboloide, 
irán paralelamente al eje dei 
paraboloide. 

Esta propiedad se utiliza 
ampliamente en la fabricación 
de reflectores de luz (proyectores, 
faros de automóviles, proyecto- 
Fig. 222 res cinematográficos y otros 

aparatos). 

Problema 3. Escríbase la ecuación de la superficie en¬ 
gendrada por la revolución de la parábola y* = 2x en torno 
al eje Ox. 

* Para hacer la ecuación del paraboloide de revolución, 
engendrado por la revolución de una parábola en torno al 
eje Ox. es necesario en la ecuación y® = 2a: sustituir y 2 
por y 2 -(- z 2 ; luego de la sustitución obtendremos 
y® 4 - z* = 2 x. a 

5. Si hacemos girar una recta, paralela a cualquier eje 
de coordenadas, alrededor de este eje, se generará una super¬ 
ficie circular cilindrica. 

Sea dada una recta que está situada en el plano yOz y 
que tiene la ecuación y = a. Es fácil ver que la superficie 
de revolución de esta recta en torno al eje Oz tione 1a ecua¬ 
ción 

x* -1- y® = a 2 . 

Dicha superficie cilindrica está representada en la figura 223. 
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Problema 4. Escríbase la ecuación de la superficie ci¬ 
lindrica, engendrada por la revolución de la recta y *= 3, 
situada en el plano rOy en torno al eje Ox. 




& Sustituyamos en la ecuación y* = 3 a , y 2 por y 2 z 2 
y obtendremos como resultado 

y * + z a = 9. a 

G. Sea dada una recta situada en el plano yOz y quo pasa 
por ol origen de coordenadas: 

y = kz, k ^s 0. 

Es evidente, que la ecuación de la superficie de revolu¬ 
ción de esta recta en torno al eje Oz tiene la forma 

i 2 + y 2 = k z z 2 . 

La ecuación obtenida es la ecuación de la superficie de 
revolución buscada, la cual se llama superficie circular cónica 
(fig. 224). 

Problema 5. Hágase la ecuación de la superficie de revo¬ 
lución de la recta 2x = 3y. z = 0 en torno al eje Ox. 

& Utilizando la fórmula (2), de la ecuación 3y = 2x halla¬ 
mos 9 (y 2 + z a ) = áx 2 . Esta es la ecuación buscada, a 
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§ 76 *. Superficies cilindricas 

Si a través do cada punto do la curva L se traza una recta 
paralelamente al vector dado a, engendramos una superficie 
que se denomina superficie cilindrica. Se denominan generatri¬ 
ces de una superficie cilindrica las rectas paralelas al vector a 
y pertenecientes a dicha superficie, en tanto que la curva L 
se denomina directriz de la superficie cilindrica (fig. 225). 



t'ig. 225 

Si en una sección de una superficie cilindrica por un 
plano, que es perpendicular a sus generatrices (en la sección 
normal) se forma una circunferencia, la superficie cilindrica 
se denomina circular. Si en la sección se forma una elipse, 
la superficie cilindrica se denomina elíptica , si se forma una 
hipérbola se llama hiperbólica , si se forma una parábola, 
parabólica. 

Sea que en el espacio se da un sistema rectangular de 
coordenadas Oxyz, y sea que en el plano xOy so da la curva L, 
cuya ecuación tiene en este plano la forma 

F (x\ y) = 0. (1) 

Escribamos la ecuación de la superficie cilindrica con las 
generatrices paralelas al vector a = (a; P; y), y 0, si 
por directriz se toma la curva L (fig. 226). 

Examinemos un punto arbitrario de esta superficie 
M (x-, y; z). La generatriz l. que pasa a través del punto M, 
cortará ol plano xOy en ol punto ¡V situado en la curva L. 
Si designamos las coordenadas del punto N en el espacio 


18-01330 
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con (x t ; y ± \ 0), entonces el vector MN tiene las coordenadas 
(x, — x-, y, — y; 0 — z). 



De acuerdo con la definición de la superficie cilindrica 
los vectoros a y MN son colineales, es decir, 

MN = Xa 

por consiguiente, tenemos el sistema de ecuaciones 

a:, — x — Xa, y — y, = Xp, 0 — z = Xy. 

Al resolver este sistema de ecuaciones respecto ak, x, y 
y,, obtendremos 



Puesto que el punto N está situado en la curva L, enton¬ 
ces F (x t ; t/,) = 0. Sustituyendo x¡ y y, según las fórmu¬ 
las (2), obtendremos la ecuación 

ir-*-*-) «0, (3) 

la cual, evidentemente, será la ecuación de la superficie 
cilindrica dada. 

Problema 1. Hágase la ecuación de la superficie cilindri¬ 
ca, cuya directriz está situada en el plano xOy y tiene la 
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ecuación x* + y 2 = 4, y las generatrices son paralelas al 
vector a = (0; 1; 1). 

a Puesto que de acuerdo con la condición del problema 
F (x; y) = x a + y a — 4 y a = 0, p = 1, y = 1, en virtud 



Fig. 227 


de la fórmula (3) la ecuación de la superficie cilindrica 
dada tiene la forma 


(x-z -f) 2 +(y-z~f) 2 -4=0 
o, definitivamente. 

+ (y — 2 )* — 4 - 0. 

Esta superficie está ilustrada en la figura 227. a 
S e puede mostrar análogamente, que si la directriz de la 
superficie cilindrica L está situada en el plano xOz y se 
define por la ecuación F (x; z) = 0, y el vector a no es 
paralelo a este plano, la superficie cilindrica tiene la ecua¬ 
ción 



n 


y T 



Por fin, si L so define por la ecuación F (g; z) = 0 y a 
no es paralelo al plano yOz, la ecuación de la superficie 


18 * 
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cilindrica tiene la forma 


r (»-**-*£) = <>• 

Señalemos que si la directriz de la superficie cilindrica 
está situada en el plano xOy, y las generatrices son paralelas 
al eje Oz, la ecuación de la superficie cilindrica en el espacio 
coincide con la ecuación de la directriz y tiene la forma 

F (xjy) = 0. (4) 

La ecuación (4), como una ecuación del conjunto de los 
puntos del plano, define la curva L, y, al mismo tiempo, la 
ecuación (4), como ecuación del conjunto de los puntos del 
espacio, define la superficie cilindrica. 

Así pues, cada una de las ecuaciones 

F (x-, y) = 0. F (x-, z) = 0, F (y, z) = 0 

pueden ser interpretadas de dos modos: si ésta es la ecua¬ 
ción del conjunto de los puntos del plano, entonces es la 
ecuación de la línea L, situada en el plano de sus variables; 
pero si ésta es la oeuación del conjunto de los puntos del 
espacio, entonces cada una de estas ecuaciones define la 
superficie cilindrica con la directriz L y las generatrices 
paralelas al eje de una variable ausente. 

Examinemos varios ejemplos. 

1. La ecuación 

s 1 + y* = r* 

en el plano xOy define una circunferencia con el centro en el 
origen de coordenadas y el radio r (fig. 228, a). La misma 
ecuación define en el espacio una superficie circular cilindri¬ 
ca, cuya directriz es una circunferencia situada en el pla¬ 
no xOy, y las generatrices son paralelas al eje Oz (fig. 228, b). 

2. La ecuación 

z* + 2 » = 4 

en el plano xOz define una circunferencia con centro en el 
origen de coordenadas y radio r = 2 (fig. 229. a). La misma 
ecuación define en el espacio nna suporficie circular cilin¬ 
drica. cuya directriz es una circunferencia situada en el 
plano xOz, y las generatrices son paralelas al ojo Oy (fig. 
229, b). 
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b) 

Pig. 228 



«» o; 


Fig. 229 

3. La ecuación 

y 3 + z* 4- 9 = 0 

tanto en el plano como en el espacio define un conjunto va¬ 
cío, ya que la suma de los números no negativos no puede 
ser un número negativo. 

4. La ecuación 
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en el plano xOy define una elipse con centro en el origen de 
coordenadas y semiejes a y b (fig. 230, a). La misma ecua- 



•> 


D) 


Fig. 23U 


ción defino en el espacio una superficie elíptica cilindrica 
con una directriz en el plano xOy y las generatrices paralelas 
al eje Oz (fig. 230, b). 

5. La ecuación 



en el plano xOy define una hipérbola con centro en el origen 
de coordenadas y semiejes a y b (fig. 231. a). Esta ecuación 
define en el espacio una superficie hiperbólica cilindrica con 
las generatrices paralelas al eje Oz (fig. 231, b). 

6 . La ecuación 

y* = 2 px 

en el plano xOy define una parábola (fig. 232, a), y en el 
espacio, una superficie parabólica cilindrica con las genera¬ 
trices paralelas al eje Oz (fig. 232, ¿>). 
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Fig. 231 




Kig. 232 

Problema 2. Determínese el tipo do superficie 3i a 4 
H- 6i/ a — 24 = 0. 

£ Reduzcamos la ecuación dada a la forma: 



Esta ecuación define on ol ospacio una superficie elíptica 
cilindrica con directriz en el plano xOy y generatrices para¬ 
lelas al eje Oz. a 
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§ 77 *. Superficies cónicas 

So denomina superficie cónica la unión de todas las rectas 
que pasan por cada punto do una curva dada y cierto punto 
fijo del espacio no situado en esta curva. La curva dada se 

denomina directriz, el pun¬ 
to dado fijo, vértice , y las 
rectas se llaman generatri¬ 
ces do la superficie cónica 
(fig. 233). 

Es fácil ver que las su¬ 
perficies cónicas oslán for¬ 
madas por dos huecos con 
un vértice común. 

Las superficies cónicas 
y cilindricas tienen una 
propiedad notable: lorias 
ellas se desarrollan en un 
plano sin pliegues ni dis¬ 
continuidades y. viceversa, 
se puoden obtener super¬ 
ficies cónicas y cilindricas 
encorvando material de 
hojas planas. Debido n esta 
propiedad estas superficies 
adquirieron amplia apli¬ 
cación en la técnica. 

Deduzcamos la ocuación 
de la suporficie cónica. 

Sl , M es un punto arbitrario de esta superficie, diferente 
del vórtice S, y N es el punto de intersección de la generatriz 

SM con la directriz L, entonces los vectores SM y Slv son 
colineales. Por lo tanto, existe tal número X que 

SM - XSN. (1) 

Sea que, para simplificar, la curva L está situada on el 
plano xOy y tiene la ecuación 

F (*; y) “ 0 , ( 2 ) 

y el vértice S que está situado en el eje Oz tiene las coorde¬ 
nadas (0; 0; c), c =£ 0. Entonces 




donde (x; y\ z) son las coordenadas del punto M. y (g; t|) 
son las coordenadas del punto N en el plano xOij. De la igual¬ 
dad vectorial (1) obtenemos las siguientes igualdades para 
las coordenadas: 

x = XI, y = Xij, z — c = — Xc. 

De aquí hallamos 



Dado que las coordenadas £, q satisfacen la ecuación (2), 
las coordenadas (x; y\ z) satisfacen la ecuación 


'(■£7.-5r)-°' < 3 > 

Esta es la ecuación de la superficie cónica con vórtice 
en el punto S (0; 0: c). c =¿= 0 y directriz F (x; ;/) = 0. Así 
pues, la ecuación de la superficie cónica (3) so obtiene (lo la 

ecuación de la directriz (2) al sustituir x por y y por 

Problema. Escríbase la ecuación do la superficie cónica 
con vértice en el punto (0; 0; c). c > 0 y directriz 


a La superficie cónica dada tiene la ecuación 



Después do realizar las transformaciones correspondientes 
obtenemos la ecuación buscada: 

<»-*)* ▲ 
a* ' r b* ~ c* ' 


§ 78. Cono y cono truncado 

Examinemos en el plano p la figura acotada D y cierto 
punto S del espacio 110 situado en el plano p. La unión de 
todos los segmentos SM. donde M f D. se denomina cono 
con vértice en el punto S y base D (fig. 234). 

So llama altura del cono ol segmento de la perpendicular 
trazada a través del vértice del cono al plano de la base. La 
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longitud de dicho segmento también se llama altura del 
cono. 

Es evidente quo un cono con vértice S y baso D está 
acotado por el plano p y la superficie cónica, cuyo vértice se 
encuentra en el punto S, y la directriz es la frontera de la 


S 



figura D. Se denomina superficie lateral del cono aquella 
parte de la superficie cónica que es la frontora del cono. 

Si la base del cono es un círculo y el vértice del cono se 
proyecta en el centro del círculo, entonces tal cono se deno¬ 
mina cono circular recto. 

El cono circular recto puede ser engendrado por la revo¬ 
lución de un triángulo rectángulo alrededor de uno de sus 



catetos (fig, 235). Entóneos la hipotenusa describe la super¬ 
ficie lateral, y ol cateto, no situado en el eje de revolución, 
la base del cono. 

Se denomina cono truncado (fig. 236) la parte del cono 
comprendida entre su base y cierto plano 5 , que es paralelo 
a la base y se interseca con el cono. Se denomina base superior 
la figura D 1 del plano q, que es parte de la frontera del cono 
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truncado, y la figura D del plaiio p se llama, en este caso, 
base inferior. Se denomina altura del cono truncado la distan¬ 
cia entre los planos de las bases. 

El cono truncado, que es parte del cono circular recto, 
puede ser obtenido por la rotación de un trapecio rectangular 
alrededor de su altura OO , (fig. 237). El lado lateral del 
trapecio describe la superficie lateral del cono, la base 
superior del trapecio, la base superior del cono, y la base 



Fig. 236 Fig. 237 


inferior del trapecio, la base inferior do este cono truncado. 

En caso general la base del cono puede ser cualquier 
figura limitada, por ejemplo, cualquier polígono. Por lo 
tanto, cualquier pirámide es un cono. 

El cono se denomina elíptico si la base del cono es una 
figura limitada por la elipse. Es ovidonte, que el cono cir¬ 
cular recto es un caso particular dol cono elíptico. 

§ 79. El cilindro 

Examinemos en el plano p la figura limitado D y cierto 
vector a, que no es paralelo al plano p. Entonces, la unión 

de todos los segmentos MN tales, que M £ D y MN — a se 
denomina cilindro con base D (fig. 238). Es evidente, que el 
conjunto D' de todos los puntos N . que se obtienen con el 
traslado paralelo de los puntos M € D (al vector a) está 
situado en el plano q que es paralelo al plano p. Además, la 
figura D' es congruente a la figura D. 

Las figuras D y D' se denominan bases del cilindro. 
La distancia entre los planos de las bases se denomina 
altura del cilindro. 
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Se denomina superficie lateral del cilindro la parte de la 
superficie cilindrica que os la frontera del cilindro. 

Si la base del cilindro es un círculo y las generatrices de la 
superficie cilindrica son perpendiculares a los planos do las 
bases, tal cilindro se denomina cilindro circular recto. 

El cilindro circular recto puede ser engendrado por la 
revolución de un rectángulo en torno a uno de sus lados 
(fig, 239). El lado del rectángulo paralelo al eje do revolución 
y no situado en él, describe la superficie lateral, y los lados 
perpendiculares al ojo de revolución, las bases del cilindro. 



Fig. 238 Kig. 239 


En caso gonoral, la base del cilindro puede ser cualquier 
figura limitada, por ejemplo, cualquier polígono. Por lo 
tanto, cualquier prisma es un cilindro. 

Si la base del cilindro es una figuro, limitada por una 
elipse, ol cilindro se denomina elíptico. En particular, el 
cilindro circular recto es un caso especial del cilindro elíptico 


Problemas para el capítulo VI 

6.1. Escríbase la ecuación de la estera con centro en el origen 
de coordenadas y radio ff = 6. 

6.2. El punto M (—2; 2; i) está situado en la esfera, y el centro 
de la esfera so encuentra en el origen de coordenadas. Escríbase la 
ecuación de la esfera. 

6.3. Se «la la esfera i 2 + y 2 + z 2 = 9 y tres puntos: A (2; —i; t), 
B (2; 2; —1), C (—1; —2; 5). Determínese, cual de estos puntos se 
encuentra dentro de la esfera, en la esfera y fuera de la esfera, 

6.ó. Hállense el centro y el radio de las esferas: 

a) * 2 + (y - t>* 4- (*+ 3)= = 81: 

b) (x - 2) 2 + (p + 4)* + (z - 1)« = 72. 
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6.5. Demuéstrese que las siguientes ecuaciones son ecuaciones 
de esferas: 

al x 2 + » a + 2y + ** + * - 1 = 0. 

b) + y* + — 8x ■+■ 4y 4- 2j — 43 — 0. 

6.6. ¿Qué figura es la intersección de la esfera x ! + y 3 + « = * 
y dol plano: 

a) p —1; b =4* : ®) 

6.7. ¿Qué figura es la Intersección de la esfera r 2 + y* + z 2 *=» 10 

y del plano z — 1? , 

6.8. El plano z «= — 1 corta la esfera (* — l) 2 + (y — 2) 2 + 
+ ^z — 3) a = 25 por cierta circunferencia Hállense su centro y el 
radio. 

6.9. El centro de la esfera se encuentra en el plano s = 4, y la 
misma esfera es tangente al plano tOy en el punto M (2; 3; 0). Fór¬ 
mese la ecuación de la esfera y determínense las coordenadas de su 
centro. 

6.10. Los puntos A (3; —5; 6) y tí (5; 7; —1) son los extremos 
do uno de los diámetros do la esfera. Escríbase la ecuación de esta 
esfera. 

6.11. Se dan los puntos: A (2; —S; 8), B (8; —2; 5), C (5; —8; 2) 
y D (—2; —8; —5). Escríbase la ecuación de la esfera si sabemos 
quo estos puntos están situados en su superficie. 

6.12. Hállense las coordenadas del punto, que es simétrico al 
contro de la esfera (x — 3)* + (y + 2) 1 ■+■ (z — I) 2 = 24 respecto 
al plano tangente a la esfera en el punto M (—1; 0; 3). 

6.13. Los puntos A (7; —2; 4) y B (9; —8; 6) están situados 
en la superficie de la esfera y en la recta quo atraviesa su centro. 
Fórmese la ecuación de la esfera. 

6.14. Escríbase la ecuación de la superficie de revolución de la 

x 2 ,.3 

elipse 25 14 — 1 en lorno al °i c °y * 

G.15. La elipse con los semiejes a = 6, 6 ■= 4 y el centro en el 
origen do coordenadas gira en torno o su ejo mayor, coincidonte con 
el eje Oí. Escríbase la ecuación de la superficie de revolución. Ilús¬ 
trese la superficie en la figura. 

6.16. Escríbase la ecuación de la superficie descrita por una 
hipérbola que gira en tomo a su eje real, coincidente con el eje Ox. 
Los semiejes de la hipérbola son a — 8 y 6 = 6, su centro coincide 
con el origen de coordenadas. Ilústrese la superficie en una figura. 

6.17. Escríbase la ecuación de la superficie de revolución de la 

hipérbola i— í- = t cn tomo al eje Oí. Ilústrese la superficie en 
y 4 

una figura. 

6.18. Hágase la ecuación de la superficie de revolución de la 
parábola y 2 = 6s en tomo al eje Oz. Ilústrese la superficie en una 
figura. 

6.19. Escríbase la ecuación de la superficie do revolución de la 
recta x — 3 = 0 en tomo al eje Oz. Ilústrese la superficie en una 
figura. 

6.20. Escríbase la ecuación de la superficie de revolución de la 
recta ^ ^ en tomo al eje Ox. 
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6.21. Hágase la ecuación de la superficie cilindrica, cuya directriz 

está situada en el plano xOy y tiene la ecuación 4- — 1, y | 0 

generatriz es paralela al vectora ( 1 ; ti; j). 

6.22. ¿Qué superficies se definen 'por' las ecuaciones: 
a) * ! + ¡i* = 25; 

•>) * 3 + i/ , +** = 25: 

e) j/ a =>(xr? 

para méui cas"* CUrVa eStí dcfin " , ° on el 0£ P"<' io por lns ecuaciones 


{ 


i = 2 eos i, 
y = 3 sen í, 
*=■ 4 . 


el orfwTde^nill^'idL 16 " cónica con el vértice en 

el origen de coo «lenadas, para la cual la curva dada es la directriz. 

6.24. Hágase la ecuación do la superficie cónica obtenida por 
el giro do dos rectas cruzadas: ^ ^ = 0, * = 0. en torno al eje Oz. 

trúy 0 6 S f^u D ,°magen nCSO 61 1¡P ° d * SUI>erricÍB ««* '«’ + éj cons- 
x a ®¿t 6, Ua , lormí nese qué superficie está definida por la ecuación 
48 y¿ 12 *“ ’’ y establézcase, por qué línea se corta con el 
plano z — 1 =» 0. 

*= 6 ' U V' determínese, qué superficie está definida por la ecuación 
8"~ 18 + 8" “ 1 y l>or 1 UÍ línea 30 interseca con el plano z -f 2 = 0 . 

i 6 ;,» 8 ' Delfmíncso oué suporficie está definida por la ecuación 
g. J/_ 0 *- 0 y establézcase por qué lineo so corta con el plano 



Capítulo VTt 


VOLÚMENES DE LOS CUERPOS Y AREAS 
DÉ LAS SUPERFICIES 


§ 80. Volumen del paralelepípedo 

Por unidad de medida do los volúmenes se toma el volu¬ 
men de un cubo la longitud de la arista dol cual es igual a la 
unidad de longitud. Por ejemplo, 1 m 3 es el volumen dol 
pubo, cuya longitud do la arista es igual a 1 in, y 1 cm s 
es el volumen del cubo cuya longitud de la arista es igual 
a 1 cm. Es evidente, que 1 m 3 = 100 3 era 5 . 

Si está elegida la unidad de longitud, ontoncos cualquier 
cubo, cuya longitud de la arista es igual a la unidad se deno-, 
mina unitario. El volumen del cubo unitario es igual a la 
unidad de volumen respectiva. Se denomina volumen del 
cuerpo el número de cubos unitarios y sus partes, encerrados 
en ol cuerpo dado. Este número puede ser entero, fracciona¬ 
rio o, en general, un número real arbitrario no negativo. 

En adelante, al demostrar las afirmaciones concernientes 
a los volúmenes, se supone que se cumplen las siguientes 
propiedades: 

1 ) los poliedros congruentes tienen volúmenes iguales 
(propiedad de Inoartación); 

2 ) el volumen de un poliedro, que es la unión de varios 
poliedros, dos cualesquiera de los cuales no tienen puntos 
interiores comunes, es igual a la suma do los volúmenes de 
estos poliedros (propiedad de aditividad). 

De la propiedad (2) so deduce la propiedad de monotonía: 
el volumen de una parte del poliodro no es superior al volu¬ 
men de todo el poliedro. 

Los poliedros que tienen volúmenes iguales se denominan 
equivalentes. 

Deduzcamos, ante todo, la fórmula para el volumen del 
paralelepípedo rectangular. Recordemos, que se denominan 
dimensiones del paralelepípedo rectangular, las longitudes 
de sus tres aristas, que convergen en un mismo vértice. Una 
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de ellas se puede considerar como longitud, otra, como anchu¬ 
ra, y la tercera, como altura. 

Teorema 1. El volumen del paralelepípedo rectangular es 
igual al producto de sus tres dimensiones, es decir , 

V = abe , (1) 

donde a, b, e son las tres dimensiones del paralelepípedo. 

□ Es evidente que si en el paralelepípedo rectangular to¬ 
das las tres dimensiones son números enteros 
a = in, b — p, c — q, 

entonces él se divide por los planos, paralólos a las caras, 
en mpq cubos unitarios, y, por lo tanto, su volumen es igual 
al producto abe. 

Examinemos ahora el caso, cuando todas las tres dimen¬ 
siones a, b, c son números racionales (en particular, pueden 
sor también enteros). Reduzcamos estos números a un dono- 
minador común. Entonces 



donde n, m, p, q son números nat.urales. 

Dividamos un cubo unitario en n 3 cubos de volúmenes 
iguales por los planos paralelos a las caras. El volumen de 
cada cubo es igual a -i. 

El paralelepípedo rectangular examinado contieno mpq 
cubos pequeños, y, por lo tanto, su volunten 1’ es igual a la 
suma de los volúmenes do todos estos cubos: , 


V = mpq-\- = ——£— ——abe. 


Examinemos, por último, el caso general cuando las di¬ 
mensiones a, b, c son números reales (en particular, pueden 
sor también racionales). Designemos sus n-ésitnas aproxima¬ 
ciones decimales con insuficiencia y exceso por a n . b n , c„ 
y a' n , b'„, c'„ respectivamente. Designemos por V„ y V' n 
los volúmenes de los paralelepípedos, cuyas dimensiones 
son a n . b n , c„ y ai,, b ' n , c' n respectivamente. Entonces 
v n = a„b n c„, V;, = a„b' n c'„. 


ya que en el caso, cuando todas las tres dimensiones del 
paralelepípedo son números racionales, esta fórmula queda 
demostrada. 
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De acuerdo con la propiedad de monotonía de los volú¬ 
menes V n <; V ^ V‘ n , es decir, 

<b n c n < V ^ “nKK- 

Pasando al límite con n oo en esta desigualdad, obtenemos 
la fórmula (1). ■ 

Corolario. El volumen de un paralelepípedo rectangular 
es igual al producto del úrea de su base por la altura, es decir , 

V = <?//, ( 2 ) 

donde Q es el área de la base del paralelepípedo y II es su 
altura. 

□ Tomemos por base del paralelepípedo rectangular el 
rectángulo, cuyas longitudes de los lados son iguales a a y b 



Pig. 240 Plg. 241 

(tig- 240). Entonces ab = Q es el área de la base del parale¬ 
lepípedo, c = II es su altura, y, por lo tanto, la fórmula (2) 
se deduce de la fórmula (1). ■ 

Teorema 2. El volumen del paralelepípedo recto es igual 
al producto del área de su base por la altura, es decir, 

V = QH, (3) 

donde Q es el área de la base del paralelepípedo, y H es su 
altura. 

^ Examinemos el paralelepípedo recto, cuya base es el 
paralelogramo AliCD (fig. 241). Trazando a través de las 
aristas AA X y DD, los planos AA X E,E y DD¡F¡F perpendi¬ 
cularmente a la recta BC, construyamos el paralelepípedo 
AEFDA { E ¡ F 1 D t . Este paralelepípedo es equivalente al dado, 
ya que el prisma triangular AEBA 1 E 1 B¡ es congruente al 
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prisma triangular DFCD X F X C\. De acuerdo con la fórmula (2) 
V’ = S aepd H, 

donde S AEFD es el área del rectángulo AEFD. Entonces, 
puesto que este rectángulo es equivalente al paralelogramo 
ABCD, es decir, F AEFD — Q , la fórmula (3) queda de¬ 
mostrada. ■ 

Problema. La base de un paralelepípedo recto es un rom¬ 
bo, cuya área es igual a S. Las áreas de los secciones diagona¬ 
les son iguales a 5, y S t . Hállese el volumen del paralele¬ 
pípedo. 

A Para determinar el volumen del paralelepípedo es 
necesario hallar su altura H (fig. 242). Designemos con d í 
y d.¡ las longitudes de las diagonales de la base. Entonces 

d l -H = dt-H = S t . d i -d t =2S. 

De estas ecuaciones hallamos 

bit-™- «-YW- 


Por consiguiente, 


<S-H =5 )/ 


A-A 

2S 


-Y 


s-s.-s* 


§ 81. Volumen del prisma recio 

Teorema. El volumen de un prisma recto es igual al pro¬ 
ducto del área de su base por la altura, es decir, 

V = QH, 

donde Q es el área de la base del prisma y H es su altura. 

□ Examinemos primeramente el prisma triangular 
ABCA l B l C l (fig. 243). Reconstruyámoslo convirtiéndolo 
en ol paralelepípedo recto ACBDA l C í B 1 D l . Es evidente, 
que el área de la base ACBD de este paralelepípedo es igual 
a 2 Q, y la altura es igual a II, por lo tanto, su volumen os 
igual a 2 QI1. 

Dado que los prismas ABC A ,S l C, y ABDA^BJ)^ son 
congruentes, sus volúmenes son iguales. Por consiguiente, 
si V es el volumen del prisma dado, entonces 2V = 2 QH, 
es decir, V — QH. Para el prisma triangular el teorema 
queda demostrado. 
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Consideremos ahora, un prisma «.-angular recto arbitra¬ 
rio (n > 3). Tracemos por una de las aristas laterales del 



f 'ÍT 242 Fig. 243 


prisma secciones diagonales (fig. 244). Entonces el prisma 
dado se descompondrá en n — 2 prismas triangulares con 



Fi B- 244 Fig. 245 

una altura //. La suma de sus volúmenes es igual al volumen 
del prisma dado. Por lo tanto, si Q,, <? 2 , . . ., son 


19 » 
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las áreas de las bases de los prismas triangulares obtenidos, 
entonces <?, + Qt + ■ ■ ■ + Q„ - 3 = Q y 

V = Q j n + Q z tt+... + Q n ^H- 
= (?. + <&+ ... + Q„. 2 )H = qh. m 

Problema. Hállese el volumen de nn prisma hexagonal 
recto cuya diagonal mayor es igual a d. y las caros laterales 
son cuadrados. 

a Dosignemos con a (fig. 245) la longitud de un lado de 
la base del prisma y hallemos el área de la base: 

Q = fi. J_ „» sen 60° = 3-«= X?- = -2^- <z*. 

¿ ¿ ¿t 

Del triángulo ADD X , según el teorema de Pitágoras. 
obtenemos 

|/lZ>,|»=|yLD|*+|ZM>,l*, 
es decir, d- = (2a) s + o 2 = 5a 2 , a = . 

Por consiguiente, 

1 io 

§ 82. Volumen del cilindro recto 

Sea que en el espacio está dado un cuerpo acotado D. 
Denominemos circunscrito alrededor del cuerpo D, todo polie¬ 
dro K que contiene el cuorpo D, e inscrito en el cuerpo D 
todo poliedro K' comprendido en D. 

Si para el cuerpo D existen sucesiones de los poliedros 
inscritos y circunscritos 

A-i, c D c= K n , n£N, 

cuyos volúmenes V ñ y V n tienen un limito común 
líin V' n = lim V T — V, 

n-*«5 i n-*oo 

el número V se denomina volumen del cuerpo D. 

Señalemos, que el volumen del cuerpo, definido de tal 
modo, poseo las propiedades de invariación y aditividacl. 

Observación. Se puede demostrar, que si para el cuerpo D 
existen dos sucesiones de los cuerpos inscritos y circunscri- 
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tos (no obligatoriamente poliedros) cuyos volúmenes tienen 
un límite común V, entonces el volumen del cuerpo D es 
igual al número V. 

Teorema. El volumen de un cilindro recto es igual al 
producto del área de su base por la altura, es decir, 

V = QII, 

donde Q es el área de la base y II es la altura del cilindro. 

□ Puesto que el área de la base 
del cilindro es igual a Q, existen 
sucesiones de los poliedros circunscri¬ 
tos e inscritos con las áreas (?„ y Q' n 
tales quo 

lím <?„- lím <?; = <?. 

n-*oo 

Construyamos las sucesiones de los 
prismas, cuyas bases son los poliedros 
circunscritos e inscritos examinados 
anteriormonto, y las aristas laterales 
son paralelas a la generatriz del ci¬ 
lindro dado y tienen la longitud II. 

Estos prismas son, para el cilindro dado, circunscritos c 
inscritos. Sus volúmones se bailan por las fórmulas 

v n = Q n H y v; = q-ji. 

Por consiguiente, 

V = lím Q n H *= lím Q‘ n H — QH. ■ 

n— oo n-»oo 

Corolario. El volumen de un cilindro circular recto se 
calcula por la fórmula 

V = n R 2 H, 

donde R es el radio de la base y II, la altura del cilindro. 

Cl Puesto que la baso del cilindro circular es el círculo 
del radío R, onlonces Q = ji R *, y, por lo tanto, V\= QII =■* 
= 7iR*IT. ■ 

Problema. En un cilindro circular recto está inscrito un 
prisma triangular regular (fig. 246). Hállese la razón entre el 
volumen del cilindro y el volumen dol prisma. 

■ Dado que el cilindro y el prisma tionon una misma 
altura, la razón de sus volúmenes es igual a la razón de las 
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áreas do las bases: 


‘'o _ Qr 

Qp ' 

Es evidente que Q c = nü 2 , donde R es el radio de la base 
del cilindro. La base del prisma es un triángulo regular 
inscrito en la circunferencia del radio R. La longitud de su 
lado es igual a V3~R y por lo tanto Q p *= 3 1'' 3 R*. 

Por consiguiente. 



«2,4. A 


§ 83. Cálculo del volumen de un cuerpo según las 
áreas de sus secciones paralelas 

Examinemos el cuerpo D limitado por los planos x = a 
i’ x = b (fig. 247). Designemos con S ( x ) el área de la sec¬ 
ción del cuerpo D por un plano que pasa por ol punto con la 



abscisa x g [a; fe] y es perpendicular al eje Ox. Supongamos 
que 

1) la función S (x) es continua en (a; fe]; 

2 ) para x, y x 2 cualesquiera de (a; fe] las secciones 
del cuerpo D por los planos x = x, y x = x t son tales 
que una de ellas se proyeda en la otra. 
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Se denomina cuerpo con secciones paralelas admisibles 
el cuerpo D, que posee estas propiedades. 

Teorema. El volumen de un cuerpo con secciones puralelas 
admisibles se calcula por la fórmula 

b 

V = j S (x) dx. (I) 

a 

O Descompongamos el segmento la; 1)1 con los puntos 
L í = 0, 1 , .... n, 
en n segmentos *¡1 de longitud 

Sea que m, y Af¡ son los valores máximo y mínimo de la 
función S (ar) en el segmento [**-»: 2 , 1 . 

Descompongamos el cuerpo Donn capas por medio de 
los planos x = x,, donde i = 1. 2, .... n — 1. Destaque¬ 
mos la i-ósima capa correspondiente al segmento I.t, 2 , 1 , 



Fig. 248 


y construyamos dos cilindros de Ax, de altura; uno con la 
base del área M¡, que comprende la i-ésima capa, y el otro 
con la base del área m¡. comprendida en la i-ésiraa capa 
(fig. 248). Los volúmenes de estos cilindros son igriales a 
M l Ax l y m,Ax,. 
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Al efectuar las construcciones indicadas para cada capa, 
obtendremos dos cuerpos escalonados Ü'„ y D“„ tales, que 
D'„ < D < Z)" . Sus volúmenes son iguales a 

Vú =2 = 2 

t=l i=l 

Como la función S (x) es continua, entonces V' n y Vñ 

b 

cuando n —*> oo tienen el mismo límite, igual a ^ S (a) dx. 

a 

Por consiguiente, el volumen del cuerpo D se calcula por 
la fórmula (1). ■ 

Nota. Se puede demostrar que la 
fórmula (1) es válida también on el 
caso cuando la condición 2) no se 
cumple para el cuerpo D. 

Problema. Determínese ol volumen 
de un cuerpo, cortado de un cilindro 
circular recto, por el plano que pasa 
por el diámetro de la baso y forma 
con el plano de ésta el ángulo a 
(a < 90°). El radio de la base del 
cilindro es igual a R. 

¿ Introduzcamos ol sistema de 
coordenadas así como está señalado 
on la figura 249 y examinemos las sec¬ 
ciones del cuerpo dado por los planos 
perpendiculares al eje Ox. 

Calculomos el área de la sección por el plano, que pasa 
por el punto A con la abscisa x, | a: | C /í. Esta sección 
representa un triángulo rectangular ABC, y por lo tanto 

S(x) = ±-\AB\-\BC\ |40|» tea- 

= = tga. 

Aplicando la fórmula (1), obtenemos 
n n 

J \ — tg a.dx = —-tg a \ (fí *-x*)dx = 

-n 
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-+ —(*—Í)|L- 

= i- tg a (2/#» —i- y?*) = -§- 7? J tg a. 

o 

Respuesta. V = — 7f 3 tg a. ▲ 

«J 

§ 84. Volumen de un cuerpo de revolución 

Examinemos un cuerpo do revolución, obtenido por el 
giro en torno al eje de las abscisas, de un trapecio curvilíneo, 
que corresponde a una función continua no negativa y -= /(x), 



Fig. 250 Flg. 251 


x £ la; ó] (fig. 250). Es evidente, que la sección do este 
cuorpo por el plano que pasa a través del punto con la absci¬ 
sa x £ la; 61 y es perpendicular al eje Ox, es el círculo del 
radio / (x). Por consiguiente, 

S (x) •= n/* (as). 

y el volumen dol cuerpo do revolución que se examina so cal¬ 
cula por la fórmula 

b 

K = f*(x)dx. (1) 
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Problema 1. Hállese el volumen de uu cuerpo, que so 
obtiene girando en torno al eje Ox un trapecio curvilíneo, 
que corresponde a la función y = x 8 , x £ H; 3) (tig. 2, r )l). 
A Según la fórmula (1) obtenemos 


n \ 


3 *dx = Z r x> | 


T< 37 —‘í- 


Respuesta. V 


2186 


it. 


Problema 2. Hállese el volumen de un cuerpo, que se ob¬ 
tiene girando en torno al ejo de las abscisas un trapecio 



6 [—\ ;£J (%. 252). 

A Según la fórmula (1) obtenemos 


Ji/2 n /2 

V=n eos* x dx = ~ ( (1 -f eos 2a:) . 

-ñ/2 -5/2 

Respuesta. V = y . a 

Problema 3. Hállese el volumen de un cuerpo, formado 
por el giro en torno al ojo de las abscisas, de la figura, limi¬ 
tada por las líneas y = V~3x, y = xp y x = 3 (fig. 253). 

A Es evidente, quo el volumen del cuerpo de revolución 
dado es igual a la diferencia de los volúmenes de los cuerpos, 
obtenidos por el giro de los trapecios curvilíneos, corres- 
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pon dientes a las funciones p = = 10; 31. 

Por consiguiente. 


.» .1 

V — J 3 a; dx — n j' dx - 


3n 

2 




27 


27 

12 


45 

4 


Respuesta. V = -d a. A 


§ 85. Volumen del cono circular redo 

Teorema 1. El volumen del cono circular recio con una 
allura H y un radio de base R se calcula por la fórmula 

V=±nR*fí. 

□ El cono dado so puede considerar como un cuerpo 
obtenido por el giro de un triángulo con los vértices en los 
puntos O (0; 0), B (H\ 0), A (//; R) en torno al eje Ox 
(fig. 254). El triángulo OAB es un trapecio curvilíneo co¬ 
rrespondiente a la función y = x, x £ 10; //]. Por lo 
tanto, utilizando la fórmula (1) del §84, obtenemos 

o 

Corolario. El volumen del cono circular recto es igual a un 
tercio del producto del área de la base por la altura, es decir, 

V = ±QH, 

donde Q es el área de la base, y II, la altura del cono. 

Teorema 2. El volumen del cono truncado con los radios 
de las bases r y R y la altura II se calcula según la fórmula 

V = ±jiH (r*+R 2 -1 rR). 

□ El cono truncado puede obtenerse girando el trapecio 
O ABC (fig. 255) en torno al eje Ox. La recta AB pasa por 
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los puntos (0; r) y (//; /?) y tiene, por lo tanto, la ecuación 


Utilizando la fórmula (1) del § 84, obtenemos 

V = n ^ -r ) 2 dx. 

0 

Para calcular la integral hagamos la sustitución 

u = H ~'- x+r, du — —jj— dx. 

Es evidente, que cuando x varía en los límites de 0 a //, 
la variable u varía de r a R. y, por lo tanto 


V -n 


J “*1Í=7** 


n// 

W-r ' 


u* « 
3 r 


Problema. Hállese el volumen de un cuerpo obtenido 
por el giro de un triángulo isósceles en torno al eje L que 




pasa por ol vórtice de la baso paralelamente al lado lateral. 
La longitud del lado lateral es igual a a, el ángulo del vér¬ 
tice es igual a a (a <-y). 

A Sea que ABC es un triángulo dado (fig. 256). Tracemos 
los segmentos CL y BK perpendiculares al eje l. Entonces el 


300 


volumen V dol cuerpo obtenido por el giro del a ABC , se 
calcula según la fórmula 

v r =v 0 -Kí-n. 

donde V c es el volumen del cilindro obtenido por el giro 
del rectángulo KTiCL, y F t y son los volúmenes de los 
conos formados al girar los &AKB y a ALG. 



Fig, 250 Fig. 257 


Por consiguiente, 

V- n |LC|* |«C| -■£ \KB\* \AK\-JL |¿C|* \AL\, 
puesto que | LC | = 1 KB | y | A K | + \AL | = | BC |, 
V «= R | £<7|* (| BC\ - |£6'|) = -J n | LC\» \ BC\. 

Según la condición I BC | = a, y del A ABC: 1 LC | = 
=• a «en a. 

Por consiguiente, 

9 

V = - 3 * na 3 sen* a. A 

§ 86. Volumen de la esfera y de sus parles 

Teorema 1. El volumen de la esfera de radio 11 se calcula 
por la fórmula 

V^-jnfi 3 . ( 1 ) 

-3 La esfera es un cuerpo de revolución. Se obtieno giran¬ 
do en torno al oje Ox un trapocio curvilíneo, que correspondo 
a la función y = R* — x 3 , x £ I— R\ ll\ (fig. 257). 
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Por consiguiente, según ía fórmula para el volumen de 
un cuerpo de revolución obtenemos 
R 

V = n J (** -z*)dz = a (/«*-4 )|! b = 

= 2 "(^ 3 —*) = T nfí3 - " 

Análogamente so obtiene la fórmula para el volumen de 
una capa esférica, que se obtiene girando en torno al eje 0¡c, 



Fig. 258 FIr. 250 


un trapecio curvilíneo, que corresponde a la función y «= 
=■= VH" — z 2 , * € la; b\ (fig. 258). 

En efecto, 

b 

V=n J («*- x*)dx=n (fít(b-a)-(2) 

O 

Teorema 2. El volumen de una capa esférica cuyos radios 
de la base son iguales a r, y r t , y la altura es igual a II, se 
calcula por la fórmula 

E = -|-nff(3rí+3r:+/í*). (3) 

□ En la figura 259 se ve que H — b — a, por lo tanto, 
la fórmula (2) se transforma del modo siguiente: 

= <»—>;+w ) = 

*=nH (lP-ab —%-). 
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De los triángulos rectangulares AOD y BÓC hallamos 
r\ = R°- — a*, r\ = /?* — 6*. 

Por consiguiente, 

rj + r* =* 2 /? 2 — a ! — i>* = 2 /?* — (¿> — a) 2 — 2ab = 

= 2W-H*-2ab, 

y, por lo tanto. 


Así puos, 


Señalemos que si r, = r 5 = 0 y // = 27?, la fórmula (3) 
se transforma en la fórmula (1) para el volumon de la esfera 



Fig. 260 


Fig. 261 


de radio R. Si consideramos en la fórmula (3) r, = r y r¡ = 
= 0, obtendremos la fórmula para el volumon de un seg¬ 
mento esférico. 

Corolario. El volumen de un segmento esférico con un radio 
de base igual a r y la altura II se calcula según la fórmula 

V = -lnff(3r 2 +//*). (4) 

So denomina sector esférico el cuerpo, que es obtenido 
girando un sector circular en torno a su lado. 
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El sector esférico obtenido por el giro del sector circular 

AOB (fig. 260) cuyo ángulo AOB < 90° consta del cono 
OAA¡ y del segmento esférico ABA j. Por lo tanto, el volu¬ 
men del seetor esférico es 
igual a la suma de los volú¬ 
menes del cono y del segmonto 
esférico. 

Problema 1. Hállese el vo¬ 
lumen del sector esférico de 
radio B, si el ángulo en su 
sección axial es igual a 120°. 

¿v El sector esférico dado 
se obtiene girando el sector 
circular OAB en torno al lado 
OB (fig. 261). Su volumen V es igual a la suma del volu¬ 
men del cono circular recto con el radio do base | AC | 
y la altura | OC | y del volumen del segmento esférico 
con el mismo radio de base | AC | y la altura | BC |. 

Es evidente que 

\OC\ = ~B, \AC\=X±-R, \bc\ = y r - 

Según las fórmulas respectivas obtenemos 

V'„ = | n MCI* |OC| -4-»4 **4 R ~T R *' 

nc 8 =in4 /? (3-T /í2 + 4) = l- /?S - 

Por consiguiente, 

P = P k +P 5 , g = T fi3 ' A 

Problema 2. Hállese el volumen del cuerpo obtenido 
por el giro dol sector circular AOB, ilustrado en la figura 262 
en torno a la recta DC. 

& El volumen V del cuerpo dado lo hallamos por la 
fórmula 

V = V„ — V*—VI, 

donde P c< es el volumen de la capa esférica con los radios 
de las bases \ AD 1 y | BC | y la altura | DC |, V' k es el 
volumen del cono con el radio de la base | AD | y la altura 
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| DO |, Vk os el volumen üel cono con radio de la baso 
| RC | y altura | OC |. 

Dado que 

\DO\ = \tíC\=± fí, \AD\ = \OC\ fí, 

entonces 

Vi = ^ n .\R>.J@- R= *¿ln*' 

Para calcular el volumen de la capa esférica recurramos 
a la fórmula (3): 

P 0C =ln(4fl + J^Í/f) (3-f + 3.ifÍ + 

+ (W#«)>^< 1 + V5)(4 + 4 + iÍ±^i)y^ 
= ^( 1 +K5)(8+/3) fí* —^.(« + 9yS)/í*. 

Por consiguiente, 

V = ~ (11 +9/3) /?*-i fí* -ip. m = 

= 8n /{: , _ *_ (1 + y 5) m 

Respuesta. V = £ (1 + /3) fí 3 . ▲ 

En conclusión obtendremos dos fórmulas útiles, para los 
volúmenes del segmento y del sector esféricos. 

El volumen del segmento esférico de radio fí y altura II 
se calcula según la fórmula 

fí-ff). (5) 

□ Del triángulo rectangular OCA se deduco (véase 
fig. 259} que 

\AC | 2 = \OA | a — |OC | a , 
es decir, r a = fi a — (fl — H ) a = 2 RH — IP. 

Sustituyendo esta expresión para r a en la fórmula (4), 
obtendremos la fórmula (5). ■ 


20-01330 
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El volumen del sector esférico de radio R se calcula por la 
fórmula 

V=±-nlC-U, 

ó 

donde R es el radio de la esfera , y H es la altura del segmento 
esférico respectivo. 

□ Realmente, si II < R. entonces 

V = 4- n//* (3/? - H) + -L nr* {R — //), 

O i> 

donde ol primer sumando es el volumen del segmento esféri¬ 
co, y el segundo sumando es el volumen del cono. Dado quo 
r 3 = 2 RH — // 3 , entonces V = n// 3 (3 R — H) + 

+ (2 RH — W 3 ) (R — H) = -§- nR'H. 

Análogamente se analiza el caso d e R > H. 

§ 87 *. Volumen de un cilindro arbitrario 

Teorema 1. El volumen de un cilindro arbitrario es igual 
al producto del área de su base por la altura, es decir, 

V = Qff, (1) 

donde Q es el área de la base, y H es la altura del cilindro. 




Tomemos por dirección del eje Ox la dirección perpen¬ 
dicular al plano de la base del cilindro dado (fig. 203). En¬ 
tonces el cilindro puede considerarse como un cuerpo con 
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secciones paralelas, cuya área os igual a*<?. Por eso, utilizan¬ 
do la fórmula (1) del § 83, obtenemos 


H II 



Corolario 1. El volumen del priman es igual al producto 
del área de su base por la altura. 

□ En efecto, el prisma es un cilindro, cuya liase es un 
polígono. ■ 

Corolario 2. Si la base del cilindro es una elipse con los 
semiejes a y b, entonces 


V = nubil y (2) 

donde H es la altura del cilindro. En particular, si la base 
del cilindro es el círculo de radio R, entonces 


V = nRHl. (3) 

□ El área de la base (fig. 2(54) se calcula por la fórmula 


a 

0 = 2 j±)/Sírris d;r . 

— fl 

Para calcular la integral bagamos la sustitución 
x = a eos f. t € 10; jiJ; 


Entonces 


dx = —a sen t dt. 


r “ 

Q = 2 ab j sen* t dt — ab ^ (1 — eos 2<) dt — jiab. 
o o 

Por consiguiente, el área de la figura limitada por la 
elipse con ios semiejes a y fe es igual a nab. 

Sustituyendo el valor hallado para Q en la fórmula (1), 
obtendremos la fórmula (2). En particular, si a = b — 11, 
obtendremos la fórmula (3). ■ 

Teorema 2. El volumen de un cilindro inclinado es igual 
al producto del área de su sección perpendicular por la longitud 
de la generatriz. 

Demostremos este teorema sólo para un caso particular, 
o sea, cuando el cilindro es un prisma. Para el prisma el 
teorema 2 se enuncia en la forma siguiente: 


2 ( 1 * 
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el volumen de un prisma inclinado es Igual al producto del 
área de su sección perpendicular por la longitud de la arista 
lateral. 

□ Puesto que cualquier prisma puede dividirse en prismas 
triangulares, la suma de cuyos volúmenes os igual al volu¬ 
men del prisma dado, es suficiente 
ofectuar la demostración para el pris¬ 
ma triangular. 

Examinemos el prisma inclinado 
ABCA¡B¡C¡ (fig. 265). Sea que l es 
la longitud de la arista lateral, Q es 
el área de la base, y fí es la altura 
del prisma. Designemos con a la mag¬ 
nitud del ángulo entre el plano de la 
base y el plano de la sección perpen¬ 
dicular del prisma. 

Dado que la altura del prisma OA x 
forma con la arista lateral AA, un 
ángulo de magnitud a, entonces dol 
A/l/1,0 obtonomos: H = i eos a. Por lo tanto 
V - QH = Ql eos a = ql, 

donde q = Q eos a es el área de la sección perpendicular del 
prisma. 

Problema. La longitud de la arista lateral de un prisma 
triangular es igual a 15 cm, y las distancias entre las aristas 
laterales son iguales a 17 cm, 25 cm y 26 cm. Hállese el 
volumen del prisma. 

A La sección perpendicular de un prisma dado es un 
triángulo con los lados cuyas longitudes son de 17 cm, 25 cm 
y 26 cm. No es difícil calcular que su área es igual a 204 cm 2 . 
Por eso en virtud del teorema 2 

V = 204 cin 5 *15 cm -= 3060 cm s . A 

§ 88. Volumen de la pirámide y de la 
pirámide truncada 

Teorema 1. El volumen de la pirámide es igual a un tercio 
del produelo del área de la base por la altura, es decir, 

QH, (1) 

donde Q es el área de lo base, y II es la altura de la pirámide. 
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□ Tracemos a través del vértice do la pirámide un pla¬ 
no p. paralelo al plano de la base (fig. 266). Elijamos el 
eje Ox del modo siguiente: el punto O está situado en el 
plano p. el eje Ox es perpendicular a p y está dirigido a la 
base de la pirámide. Entonces, la abscisa del vértice es igual 
a cero, y lo abscisa del punto A de intersección del plano 
de la base con el eje Ox os igual a la altura de la pirámide II. 

Designemos con S (x) el área de la sección de la pirámide 
por ol plano, que pasa paralelamente a la base a una distan¬ 
cia del vértico iguala x. Como sabemos (§ 58) en la pirámide 



ol ároa do la baso y el de una sección, paralela a la base, se 
relacionan como los cuadrados de sus distancias del vértice. 
Por lo tanto, 

^7T = 17 T ’ os dccir ' S W = # A 

Para calcular ol volumen de la pirámide apliquemos la 
fórmula (1) del § 83 

M4lo=4^- ■ 

o 

Teorema 2. El volumen de una pirámide truncada que 
tiene una altura igual a TI y las áreas de las bases iguales 
a Q ij q se calcula por la fórmula 

v=i -n(q+Q+VqQ)- 
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□ El volumenclolapiráinidctruüoadaj4/íCO/í^4,SjCj/),¿?, 
se puedo hallar como la diferencia de los volúmenes de las 
pirámides SABCDE y SA y I} l C l D J E 1 (fig. 267). 


s 



s 



Por lo Unto 

V=\-Q(H-h)-\qh, 

donde h es la altura de lo pirámide <|ite completa la pirá¬ 
mide truncada hasta la pirámide normal. Puesto que ~ * 

entonces 


(k 4 «)* 
'-—i ?— 


Vi 

y. por consiguiente. 


W _ . , U «_ 1 Q- Vñ 

TP 1 '*■" I, » T— 


Vi 


II_ l i _ 
\'Q- rl 


De esto modo. 

V=±QFf+±h(Q-q)=±.Qti + 


+ ± HVq(VQ + Vq) = \H{Q |VqQ + q). ■ 

Problema. Hállese el volumen de una pirámide triangu¬ 
lar regular, la cual tiene un lado do la base igual a o y el 
ángulo entro las caras laterales igual a 1)0°. 


310 



¿ Sen que SADC es In pirámide dada (fig. 268), y Z_BNC 
es «1 ángulo lineal de un ángulo do dos caras con la arista AS. 
Dado que el A ABC es regular, | Ali | = a, entonces 

| BK | = — , \ AK | = Por consiguiente, para el 

área de la base obtenemos la expresión 


Hallemos la altura de la pirámide II — I SO |. Puesto 
que los triángulos ASO y ANK son rectangulares y tienen 
un ángulo agudo común, ellos son semejantes. 

De la somejanza de estos triángulos se deduce que 

1601 MSI 


IAT/TI ~ MS| 
a 


Aquí | NK | = | BK | = ya que BNK = W 

\AS\=^V r \ÓSV^\AO\ ^\/ r H 2 H 
Por consiguiente, do (3) obtenemos: 

Así pues, 

v -T#*-inY—ír-- * 


(3) 


§ 89 *. Volumen de un cono arbitrario 

Teorema. El volumen de un cono arbitrario es igual a un 
tercio del producto del área de la base por la altura, es decir, 

V = ±QH, (1) 

donde Q es el área de la base, y II es la allura del cono. 

□ Examinemos un cono con el. vértice S y la base <J> 
(fig. 269). Sea que el área de la base O os igual a Q, y la 
altura del cono, a //. Entonces, existen las sucesiones de 
los polígonos d»„ y 'I»,', con las áreas Q n y Q'„ tales, que 
d» (l c; <í> <- <D;, y lím Q'„ = Hm <?„=<?. 
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Es evidente, que Ja pirámide con el vértice 5 y la baso 
será inscrita en el cono dado, y la pirámide con el vérti¬ 
ce 5 y la baso <l } n será circunscrita alrededor del cono. 


S 



Los volúmenes de estas pirámides son respectivamente 
iguales a 

y n =i- qj¡ y - <>;,//■ 

Dado que 

lím V n = lím V’ n ~± QII, 

n—oo n-*co J 

la fórmula (1) queda demostrada. ■ 

Corolario. El volumen del cono, cuya base es una elipse 
con los semiejes a y b se calcula según la fórmula 

V=±nabH. (2) 

En particular, el volumen del cono , cuya base es un circulo 
de radio R , se calcula según la fórmula 

V^l-nRW, (3) 

donde H es la altura del cono. ' 

Como sabemos (§87), el área de una elipse con los semiejes 
a y 6 es igual a nab y, por lo tanto, la fórmula (2) se obtiene 
de la (1), cuando Q = nab. Si a = b = R, se obtiene la 
fórmula (3). ■ 
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§ 90. Area de la superficie del cilindro, 
del cono y del cono truncado 

Por área de la suporficie lateral del cilindro se toma el 
área do la desarrollante de su superficie lateral. Por lo 
tanto, el áren de la superficie lateral de un cilindro circular 



Fig. 270 


recio es igual al área del rectángulo respectivo (fig. 270) 
y se calcula según la fórmula 

S,. 0 . = 2ji7?//, (1) 

donde R es el radio de la base, y H es la alturo del cilindro. 
Si al área de la superficie lateral del cilindro adicionamos 
el área do sus dos bases, obtenemos el área de la superficie 
total del cilindro 

5 l0 ,. = 2n/?W + 2n«* = 2nff (//+ R). 

Por área de la superficie total del cono se toma ol área 
de la desarrollante de su superficie lateral. Por oso, el área 
de la superficie lateral del cono circular recto es igual al área 
del sector circular respectivo (fig. 271) y se calcula por la 
fórmula 

Sr*. = nRL, (2) 

donde R es el radio de la base, y L es la longitud de la gene¬ 
ratriz del cono. Si al área de la suporficie lateral dol cono 
adicionamos el área de su baso, obtendremos el ároa de la 
suporficie total del cono 

*?iot. = nRL + nll z = nR (¿4 R). 

Análogamente, por área de la superficie lateral del cono 
truncado so toma el área de la desarrollante respectiva. Por 
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eso, en ol caso del cono circular recio (fig. 272) el área de la 
superficie lateral del cono truncado se calcula por la fórmula 

ó'i.k.t. = «(r, I -r)L, 

dundo r , y r son los radios de las basos, y L os la longitud 
de lu generatriz del cono truncado, 



271 Fig. 272 


Problema. En un cono está inscrito un cilindro (fig. 273). 
La altura del cono os 4 veces mayor que la altura del cilin- 



Pig. 273 

dro, y la longitud do la generatriz del cono es 6 voces mayor 
que la altura del cilindro. Hállese la razón de las áreas de las 
superficies laterales del cono y del cilindro. 
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í\ Según las fórmulas (1) y (2) obtenemos 

5,. c . =2n \OA\ \UO\ t , ó'i.k. = n \OB\ \KB\. 

Según la condición | KB | = 6 | OO, |. Por consignicnle, 
5i.it. 3 !Qg> 

¿l.o. |04| • 

Oe los triángulos seiuojantes OHK y 0¡A ¡K bullamos 

\0H\ \OK | 

10,4,1 ' |d,K| * 

Según la condición | OK | = 4 | Ofi |. Por consiguiente, 
\0B\ 4 

Teniendo en cuonla que | O i/lj | = | O A |, obtenemos 


os decir, el área de la superficie lateral del cono es 4 voces 
mayor que el área de la superficie lulcral del cilindro, a 

§ 91. Arca de una superficie de revolución 

El área do la superficie lateral para el cilindro y el cono 
fue definida con ayuda del ároa do la desarrollante. Sin 
embargo, tal procedimiento no os aplicable para cualquier 
superficie. Por ejemplo, no so puede desarrollar la esfera en 
Un plano. 

Definamos, para el caso general, el áren do la superficie 
do revolución y demos la fórmula para calcularla. 

Sea dado el arco AB de una curva (fig. 274), cuya ecua¬ 
ción y — / (i), x £ (a; 61, donde / (i) os una función no 
negativa, que tiene una derivada continua. 

Dividamos el segmento ia; ¿>1 por medio de los puntos 

x, = a-\ --— i, i — l, 2.«—1» 

en n segmentos de igual longitud. Tracemos a través de los 
puntos x¡ rectas, paralelas al oje Oy y designemos con M, 
los puntos do intersección de estas roelas con el arco AB. 
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La quebrada AM x M t . . . M„ _,Z? so denomina inscrita 
en el arco AB. 

Si la partición dol segmento la; 61 es bastante menuda, 
es decir, si n es bastante grande, las áreas de las superficies 
formadas por la rotación del arco AB alrededor del eje Ox 
y de la quebrada inscrita en el arco se diferenciarán poco 
entre sí. , 

La superficie engendrada por la revolución de la quobra- 
da consta de las superficies laterales n de los conos truncados 
(o cilindros). Ya sabemos calcular su área. 



Se denomina área de la superficie formada por la rota¬ 
ción dol arco AB, el límite al cual tiende cuando n —voo, 
ol área de la superficie, formada por la rotación de la quebra¬ 
da AM¡ . . . Áf a . 1 B, inscrita on AB. 

Se puodo demostrar que el área de la superficie formada 
por la rotación de la curva AB alrededor del eje Ox se cal¬ 
cula por la fórmula 

6 

S = 2* j f(z) V\ + (/’ (*))’ dx, 

a 

o, más breve, 

b 

s = 2n j y V 1 + y' 2 dx. ( 1 ) 


316 


No presentamos la demostración de esta fórmula. 
Problema 1. Hállese el área do la superficie obtenida 
por la rotación del arco de la parábola y = 2 Y~x, 0 ^ i ^ 1 
(fig. 275) alrededor del eje Ox. 

o Puesto que y' = de acuerdo con la fórmula (1), 

el área de la superficie de revolución se expresará por la 
fórmula 


S = 2 n$ 2 V r xl/ l+-i-d* = 4n j Vi+xdx, 


de donde obtenemos 


5= 4n-4(l+*)*li--x-(2*-l). 


Respuesta. S =^~ (2 V 2 - 1). 


Si la curva AB está definida por las ecuaciones paramó- 
tricns x — cp (t), y = \|> (l). t 6 la; Pl. donde ip (í) y ^ (f) 
tienen derivadas continuas, entonces 


» _ 

2n J |t (01 ítTM?# dt, 

a 

o, más breve, 

5 _ 

S = 2^ )\y\Vx'* + y'*dl. (2) 

a 


Problema 2. Calcúlese el área de la superficie formada 
por la rotación del arco de la cicloide 


I x — a(t — sen f), 
( y — a(\ —eos t). 


t 6 |0; 2n), 


alrededor del ojo Ox. 

A Puesto que x' = a (1 — eos t) y y' = a. sen t, según 
la fórmula (2) obtenemos 


2n _ 

.5 = 2ji ( a( 1 — eos f) V^a* (1 — eos t ) 2 4 a 2 sen» t di — 
o 
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= 2na 2 j (1 - cus I) 'K 2 (1 - eos l) dt = 8iuz* í x 

0 o 

2« 

X sen 3 -^- df = 8jta* (1 — eos* ~ ) son -Ir dt. 
a 

Hagamos la sustitución: u = eos -£■ du •= —-i sen -i- dt. 
Entonces 


i 

.5 - 16jta 2 f (1 - »*) du = na*. 

-i 

Respuesta. S — ^ na*. ▲ 

§ 92. Area de la esfera y de sus parles 


Teorema 1. El área de la esfera de radio R se calcula según 
la fórmula 

S = 4si/?*. ( 1 ) 

l La esfera de radio R puede ser obtenida por la revolu¬ 
ción de la semicircunferencia definida por la ecuación 

y “Y R*-a*, a-61 —/?; R], 

alrededor del ojo Ox. 

Entonces, según la fórmula para el área do una superficie 
ile revolución obtenemos 


*• II 

S ~2n ^ y Yl + y' 2 dx = 2n J Y R *—** X 


X |/ 1 + dx - 2it j R dx = 4jj /?*. 


Análogamente se deduce la fórmula para el área de una 
zona esférica que se obtiene girando el arco de una circunfe¬ 
rencia (fig. 27(J) y = Y R 2 — x *, x € la; ¿I, en torno al 
eje Ox. 
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En efecto, 

b b 

S — 2n ^ y Y 14- y'*dx = 2n H dx= 2 jiR (b — a). (2) 

o o 

Teorema 2. El área de una zona esférica de radio R y al¬ 
tura H se calcula por la fórmula 

S = 2ji RII. (3) 

□ La fórmula (3) se obtiene de la fórmula (2), ya que 
// = b — a. m 

Un segmento esférico puede oblenorse por la revolución 
del arco do la circunferencia 

y=VW- x*, 

alrededor del eje Ox. Por consiguiente, el segmento esférico 
es un caso particular de la zona esférica (b = R). 



Corolario. El área del segmento esférico de radio R y altura 
II se calcula según la fórmula (3). 

Problema. En una esfera está inscrito un cubo con la 
arista a (fig. 277). Hállense las áreas: 

a) de la esfera: 

b) de la zona esférica cortada por los planos de las caras 
superior e inferior del cubo; 

c) dol segmento esférico corlado por el plano de la cara 
inferior del cubo. 
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A a) La diagonal del cubo con la arista a es igual a V"3a. 
Por consiguiente, | AC¡ | = V3a. Por otro lado, si R es el 
radio de la esfera, \AC l | = 2 R. Por lo tanto, 2fí = Y^a, 

os decir, R = —a. Por la fórmula (1) hallamos el área S 
de la esfera: 

5 = 4ni? 3 = 4 ji a*= 3na*. 

b) En el caso dado, es evidente que la altura de la zona 
esférica es igual a a. Considerando en la fórmula (3) H = a 

y R — ^ a, hallamos el área 5, de la zona esférica 

5, = 2 n RH = 2n -Jp- a» = n VS a*. 

c) La altura del segmento esférico es igual a la longitud 
dol sogmento O x K. Calculémosla: 

\O t K | = \OK\ -\00\ = /?-±= a -j— a. 

Considerando que en la fórmula (3) H = a y 

1/^3 

ñ = —a, hallamos el área del segmento esférico: 
S^2nRH = 2n-^-a 1 ^ | ~ 1 a—a». A 


Problemas para el capifulo Vil 

7.1. Los poliedros d>, y 1> a tienen los volúmenes 7, y 7,. Hállese 
el volumen de la figura <I>i U •l’t. si se sabe que el volumen do la figura 
0), n*í>, es igual 0,57.. 

7.2. Los poliedros y O. tienen los volúmenes 7, y 7,. ¿En 
qué caso el volumen de la figura <P, u <t> a será igual a 7,7 

7.3. Hállese la razón de los volúmenes do las partes del cubo 
corlado por el plano que pasa a través de su eje de simetría. 

7.4. Se da el paralelepípedo rectangular, cuyo volumen es igual 
a V. Hállense los volúmenes de las parles del paralelepípedo cortado 
por el plano que pasa por su eje de simetría. 

7.5. El cubo de volumen 7 está cortado por el plano que atra¬ 
viesa su centro de simetría. Hállense los volúmenes de las partes del 
cubo. 

7.6. La diagonal del cubo es igual a l. Hállese el volumen del 
cubo. 
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7.7. La diagonal do un paralelepípedo rectangular, cuya base 
es un cuadrado do lado a. es igual a l (i > ) 2 »i. Hállese el volumen 
del paralelepípedo dado. 

7.P. Demuéstrese que el volumen del paralelepípedo rectangular 
es igual a YQiQzQv si las áreas de sus caras son iguales a (J,, Q-¡ y 0 3 . 

7 . 9 . Los lados de la base de un paralelepípedo recto son iguales 
a 7 cm y t'fs cm y forman un ángulo do 45®. la diagonal menor del 
paralelepípedo forma con el plano de la base un ángulo de 45". Há¬ 
llese el volumen del paralelepípedo. 

7.10. La diagonal de un paralelepípedo rectangular os igual 
a 12 cm y forma con el plano de la cara lateral un ángulo do 30® y con 
la arista lateral un ángulo de 45°. Hállese el volumen del paralele¬ 
pípedo. 

7.11. La diagonal del paralelepípedo rectangular es igual o l y 
forma con una cura un ángulo de 30° y con la otra, de 45°. Hállese él 
volumen del paralelepípedo. 

7.12. La diagonal de un paralelepípedo rectangular [orina ron 
|a liase un ángulo de t! 0 °, el ángulo diedro entre la sección diagonal y la 
cara lateral es igual a 45°. Hállese el volumen del paralelepípedo, si 
la diagonal de la base es igual a rf. 

7.13. En un paralelepípedo recto las aristas procedentes de tm 
vértice son ¡guales a 1 m. 2 m y 3 ni. además, las dos ansias menores 
formun un ángulo de 00°. Calcúlese el volumen «leí paralelepípedo. 

7.14. En un paralelepípedo roclo los lados de la base son iguales 
a 10 cm y 17 cm. Una de las diagonales de la base es igual a 21 cm, 
la diagonal mayor del paralelepípedo es igual o 29 cm. Calcúlese el 
volumen del paralelepípedo. 

7.15. La diagonal de un paralelepípedo rectangular es igual a 
13 cm. y las diagonales de sus caras laterales son iguales a 4 yíó cm 
y 3 y ÍT cm. Hállese el volumen del paralelepípedo. 

7.10. De base de un paralelepípedo recto sirve mi paralclogrnin» 
con un ángulo de 120° y los lados iguales a 3 cm y 4 cm. La diagonal 
menor del paralelepípedo es igual a la diagonal mayor de la base. 
Hállese el volumen del paralelepípedo. 

7.17. En un paralelepípedo inclinado la proyección de una arista 

lateral sohro el plano de la baso es igual a 5 cm. y la altura a 12 cm. 
La sección perpendicular a la arista lateral es on rombo con un aren 
do 24 cm* y una diagonal igual a 8 cm. Hállese el volumen del para¬ 
lelepípedo. . . , 

7.18. De base del paralelepípedo inclinado sirve un rombo con 
un lado igual a o y un ángulo agüito de 30°. La diagonal de una cara 
lateral es perpendicular al plano de la base, y la arista lateral forma 
con el plano de la base un ángulo de 00°. Hállese el volumen del para¬ 
lelepípedo. 

7.19. De un lingote de cobre que tiene la forma de un paralele¬ 
pípedo rectangular de 80 cm X 20 cm X 5 cm de dimensiones, se 
lamina una hoja de 1 mili de espesor. Determínese el área de esta hoja. 

7.29. De una hoja de lata cuadrada con un lado igual a u se fabricó 
un tonque del mayor volumen posible con una base cuadrada sin tapa. 
Hállense las dimensiones lineales del tanque. 

7.21. De base de un prisma recto sirve on triangulo isósceles 
cuyos lados son iguales a 5 cm. 5 cm y 6 cm: la altura del prisma es 


21 - 01331 ) 
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igual n la altura mayor de este triángulo. Hállese el volumen del 
prisma. 

7.22. De liase de un prisma recto sirve un triángulo con los lados 

2 

de 7,5 cm. 0,5 cm y 7 cm, y la arista lateral del prisma igual a 1-y em. 

Calcúlese la arista del cubo equivalente al prisma dado. 

7.23. La altura de un prisma triangular recto es igual a 6 m, su 
volumen es igual 2880 m 3 . Las áreas de las caras laterales se relacio¬ 
nan como 17 ; 17 : 16. Hállense las longitudes do los lados de la liase. 

7.24. La longitud do la diagonal de un prisma cuadrangular 
regular es igual a 3,5 m, y la de la cara lateral es igual a 2,5 m. Há¬ 
llese el volumen del prisma. 

7.25. La diagonal de la longitud o de un prisma cuadrangular 
rogular forma un ángulo de 30° cun la cara latera!. Hállese el volu¬ 
men del prisma. 

7.26. En un prisma triangular regular el lado de la base es igual 
a a. Hállese el volumen del prisma, si la diagonal de la cara lateral 
forma un ángulo a con lu otra cara lateral. 

7.27. La liase de un prisma recto es un triángulo isósceles con 
lados de 5 cm, 5 cm y 6 cm; la diagonal de la cara menor lateral fornui 
un ángulo de 45° con la cara lateral mayor. Hállese el volumen del 
prisma. 

7.28. En lu base de un prisma recto se encuentra un triángulo 
con lados de 3 cm y 5 cm y un ángulo de 120° entre ellos. El área mayor 
de las caras laterules es igual a 35 cm ! . Hállese el volumen del prisma. 

7.29. En la base de un prisma recto hay un triángulo rectangular 
con áren S y un ángulo agudo igual a a. El área de la cara lateral 
mayor es Igual a Q. Hállese el volumen del prisma. 

7.30. La arista lateral de uu prisma triangular regular es igual 
a la altura de la base, y el área de la sección trabada o través de osla 
arista lateral y lo altura de la base es igual a (>. Hállese el volumen 
del prisma. 

7.31. La longitud du una traviesa de ferrocarril es igual a 2,7 m, 
su sección transversal está representada en la figura 278 (las dinien- 



Fig. 278 

siones se dan en centímetros). ¿Cuántas traviesas so pueden cargar en 
una plataforma cuya capacidad de carga es de 17 toneladas? (La den¬ 
sidad de la madera se admite igual a 0,8 g/cm>). 
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7.32. Una piscina para agua tiene la forma He un prisma cuadran- 
guiar regular y su volumen es igual a 32 m 3 . El fondo y las paredes 
laterales de la piscina hay que cubrirlos con baldosas. ¿Cuáles deberán 
ser las dimensiones de Ja Piscina para que la cantidad empleada «lo 
baldosas sea mínima? ¿Cuantas baldosas se requerirán, si su tamaño 
es de 20 cm X 20 cm? 

. 7-33. En un cilindro, cuya altura es igual al diámetro de la base, 
esta trazado un plano paralelo a su eje, que corta de la base mi arco igual 
a 120°. El perímetro de la sección es igual a (8 + 4 1/3) cm. Calcú¬ 
lese el volumen del cilindro. 

7.34. La diagonal de la sección axial de un cilindro circular recto 
es Igual a d =16 cm y forma un ángulo de 60° con el plano de la base. 
Hállese el volumen del cilindro. 

7.35. Un cilindro está formado por la rotación de un rectángulo, 
cuya área es igual a S, alrededor de uno de sus lados. Hállese el volu- 
men del cilindro, si la longitud de la circunferencia, circunscritn por 
el punto de intersección de las diagonales del rectángulo, es igual 
a C. 

7.36. En un cilindro circular recto ol área do la sección perpen¬ 
dicular a la pneratriz es igual a M, y el área de la sección axial os 
■gual a N. Determínese ol volumen del cilindro. 

7.37. Paralelamente al eje del cilindro circular recto está trazada 
la sección distante del eje en d y que corta de la circunferencia de la 
base un arco do magnitud a. El área de la sección es igual o 5. Hállese 
el volumen del cilindro. 

7.38. Un árbol do acero, cuyo diámetro es igual a 8,4 cm y la 
longitud a 97 cm, so tornea de manera que su diámetro disminuya 
on 0,2 cm. ¿En cuánto disminuirá lu masa del árbol despuós del tor¬ 
neado? (La densidad del acero os de 7.4 g/cm s ). 

7.39. Durante la construcción del metro se utilizaron anillos 
de hormigón armado con un radio exterior de 5.5 m e interior do 
5,1 ra. ¿Cual es el volumen de tal anillo si su longitud es de 100 m? 
¿En que por ciento disminuirá el volumen, si las longitudes de ambos 
radios se reducen en 0,4 m? 

7.40. En un prisma inclinado los lados de la base son iguales o 
4 era. 13 cm y 15 cm. La ansia lateral es igual a 10 Yz cm y está 
inclinada hacia ol plano do la base bajo un ángulo de 45°. Calcúlese 
el volumen del prisma. 

7.41. La baso del j risma inclinado tiene la forma de un paralc- 
logramo con lados do 6 dm y 12 dm y un ángulo agudo igual a 00° 
La arista lateral del prisma es igual a 14 dm y forma con el plano do 
la base un ángulo igual a 30°. Hállese el volumen dol prisma. 

7.42. El paralelepípedo inclinado tiene como base un rombo con 
un ángulo agudo igual a a. Cada arista del paralelepípedo es igual 
o o. La arista lateral que pasa por el vértice del ángulo agudo del 
rombo torma con los lados de la base ángulos iguales a a. Hállese el 
volumen del paralelepípedo. 

7.43. La baso de un prisma inclinado tiene la forma de un trián¬ 
gulo equilátero con un lado igual a a. Una do las caras laterales dol 
prisma es perpendicular al plano de la base y representa un rombo 
cuya diagonal es igual a b. Hállese el volumen del prisma. 

7.44. La base del prisma tiene la forma de un trapecio isósceles, 
cuyas bases son iguales a 28 cm y 44 cm. y los lados laterales, a 17 cin. 
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Una do las seccionas diagonales del prisma, perpendicular a la base, 
es un rombo con un ángulo igual a 45*. Hállese el volumen del prisma. 

7.4!í. Todas las caras del paralelepípedo son rombos con diagona¬ 
les iguales a 0 cm y 8 era. Hállese el volumen del paralelepípedo. 

7.40. La base del paralelepípedo inclinado tiene la forma do un 
rectángulo con lados o y 6. y Ia_ arista lateral, igual a_ c, forma con 
los lados adyacentes de la base ángulos iguales a a. Hállese el volu¬ 
men del paralelepípedo. 

7.47. Calcúlese el volumen de la pirámide que tiene como base 
un rectángulo con lados do 6 cm y 8 cm, y cada arista lateral es igual 
a 13 cm. 

7.48. La altura do una pirámide hexagonal regular es igua a 1 m, 
su apotema forma con la allura un ángulo de 30°. Calcúlese el volu¬ 
men de la pirámide. 

7.49. Las aristas laterales a, b y c de una pirámide triangular 
son recíprocamente perpendiculares. Demuéstrese que su volumen 

, abe 
os igual a—. 

7.50. La superficie total de una pirámide cuadrangular rogular 
es igual a 108 cm*. El ángulo diedro <lc la base es igual a G0°, Calcú¬ 
lese el volumen de la pirámide. 

7.51. En una pirámide cuadrangular regular el lado de la base 
es Igual a a, el ángulo plano del vértice, a a. Hállese el volumen do 
la pirámide. 

7.52. La base do una pirámide es un rombo con lado a y ángulo 
agudo a. Todos los ángulos diedros de la baso son ¡guales a <p. Há¬ 
llese el volumen de la pirámide. 

7.53. La base de una pirámide es un rumbo con lado a y ángulo 
agudo a, la altura de la pirámide es igual a h. Hállese el volumen de 
la pirámide. 

7.54. La base de una pirámide es un triángulo isósceles, cuya 
altura es igual a h, y el ángulo del vértice es a._ La altura de la pirá¬ 
mide es igual a 11. Hállese el volumen de la pirámide. 

7.55. El área de la superficie de un tetraedro regular es igual a S. 

Hállese su volumen. ... 

7.50. La pirámide Kcops tiene la forma de una pirámide cuadran- 
gular con una altura de « 150 m y una arista lateral de as 220 m. 
Hállese el volumen de la pirámide. 

7.57. Uno de los diamantes extraídos en Ynkutia tiene una masa 
do 42 quilates y la Corma do un octaedro regular. Hállese la arista de 
este octaedro. (La densidad del diamante es de 3.5 g/cm 3 , un quilate 
es igual a 0,2 g). 

7.58. Las caras laterales de una pirámide triangular son recipro¬ 
camente perpendiculares, y sus áreas son iguales a a 2 , ó 2 y c 2 . Deter¬ 
mínese el volumen de la pirámide. 

7.59. En una pirámide triangular truncada la altura es igual 
a 10 m, los lados de la base inferior son iguales a 27 m, 29 m y 52 m, 
y el perímetro de la base superior es igual a 72 m. Determínese el 
volumen de la pirámide truncada. 

7.(10. Los lados de la base de una pirámide cuadrangular truncada 
regular son iguales a 40 cm y 10 cm. El área de la superficie total de 
la pirámide es igual a 3400 cm*. Calcúlese el volumen de la pirámide 
truncada. 
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7.61. En una pirámide a través del punto medio de la altura 
está trazado un plano paralelo a la base. Determínese el volumen de 
la pirámide truncada formada, si la altura de la misma es igual n 
18 cm, y el área de la base es de 400 cm ! . 

7.62. Los lados de las bases de una pirámide triangular truncada 
son iguales a a y h (n > h). el ángulo diedro de la base mayor es igual 
a a. Hállese el volumen de la pirámide truncada. 

7.63. En una pirámide euadrangular truncada regular los lados 
de la base son iguales a a y b (a > b), el ángulo agudo de la cara lateral 
es igual a ot. Determínese el volumen de la pirámide truncada. 

7.64. El lado de la base de una pirámide triangular regular es 
igual a a, el ángulo entre las caras Literales es igual a <p. Hállese el 
área de la superficie lateral. 

7.65. Calcúlense los volúmenes de los cuerpos formados por 
rotación en torno al eje Ux de las figuras planas limitadas por las 
lineas: 

a) u=seux, Osjxsgn, y y=0; 

b) x¡/-=4, y= 0. x=l, * = 4; 

c| !/=**, y — 1; 

iv ** , 3 

d) v -j-, v^—x+—: 

e) ii —■ sen x. // = — x, x > 0; 

n 

f) y a =.r, x* — y; g) J/ a =»(x—I)», x-¿; 

li) X a —y a ~t, x-=a-j-1 (a > 0). 

7.06. La generatriz de un cono es igual o l'G cm y forma un ángulo 
de 45" con el plano de la base. Hállese el volumen del cono. 

7.67. La sección axial de un cuno es un iriángulo regular con 
un ludo de 6 cm. Hállese el volumen del cono. 

7.68. Hállese el volumen del cono cuyo diámetro de base e» 
igual a 6 cm, y el ángulo entre la generatriz y el plano de la base es 
igual, a 30°. 

7.611. El ángulo del vértice de la sección axinl de un cono es igual 
a U0°, el área de la sección os igual a 18 tm ! . Hállese el volumen del 
cono. 

7.70. A través del veri ico de un cono bajo el ángulo '( se trazó 
un plano hacia la base, que corla de la circunferencia de la base el 
arco ip; la distancia entro el nlano de la sección y el centro déla liase 
es igual a d. Determínese el volumen del cono. 

• 7.71. Un Iriángulo rectangular con catetos iguales a 8 cm y 15 cm 
gira alrededor del cateto mayor. Calcúlese el volumen <lel cuerpo de 
rovo) ueión. 

7.72. A través del vértice de nti cono bajo un ángulo de 45" está 
trazado un [llano hacia la liase, que corla mi cuarto de la circunferen¬ 
cia de la base de radío II — 3 cm. Calcúlese el volumen del cono. 

7.73. Un triángulo con lados iguales a 10 ilm. 17 drn y 22 ilm 
gira alrededor del lado mayor. Determínese el volumen del cuerpo de 
revolución. 
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7.74. Un triangulo rectangular, cuya área es igual a 5 y el ángulo 
agudo igual n a gira alrededor del eje que contiene la hipotenusa. Há¬ 
llese el volurneu del cuerpo de revolución. 

7.75. Un triángulo isósceles, cuya base es igual a a y el ángulo 
de la base es igual a a, gira alrededor del eje que contiene la liase. 
Hállese el volumen del cuerpo de revolución. 

7.7(i. Un triángulo rectangular con área 5 y ángulo agudo a 
gira alrededor del eje, trazado a través del vértice de un ángulo recto 
paralelamente a la hipotenusa. Hállese el volunten del cuerpo de 
revolución. 

7.77. Un triángulo isósceles, cuyo ángulo del vértice es igual o f>, 
y el lado lalcrui, a m, gira ulredrdor del eje que contiene el lado lateral. 
Hállese el volumen del cuerpo de revolución- 

7.78. Un munlón cónico de grano tiene una altura de 2.4 m, y una 
circunferencia de base de 20 tu. ¿Cuántas toneladas de grano hay en 
el montón, si la musa de 1 m 3 de grano es igual a 750 kg? 

7.79. lil cascajo se coloca en un montón que tiene la foriuii de 
un coito con una inclinación del talud igual a 33'. ¿Qué altura debe 
tener el montón para que su volumen sea igual a 10 m 3 ? 

7.80. Los radios do las bases do un cono truncad» son iguales a 

1 din y !) <lm, la generatriz es igual a I in. Hállese el volumen de! 
cono truncado. 

7.81. Los radios de las liases de un cono truncado y su altura 
so relacionan como 3:0:4. Calcúlese el volumen del cono truncado, 
si su generatriz es igual a 25 cm. 

7.82. Un lra|iccio isósceles con un ángulo agudo igual a (>)•’ 
gira alrededor del eje que pasa por su ludo lateral. Calcúlese el volu¬ 
men del cuerpo de revolución, si las bases del trapecio son iguales 
n 0 cm y 20 cm. 

7.83. Un rombo con ludo a y un ángulo agudo a giru alrededor 
del eje que pasa a través del vértice de un ángulo agudo perpeu- 
diculurmonte a su ludu. Hállese el volumen del cuerpo de revolu¬ 
ción. 

7.84. Un rombo con diagonal mayor d y ángulo agudo a, gira 
alrededor de una recta paralela al lado del rombo, que distia d del 
punto ile intersección de las diagonales. Hállese el volumen del cuerpo 
de revolución. 

7.85. Un tronco de 15,5 m de longitud tiene los diámetros de los 
extremos iguales a 42 cm y 35 cm. Hállese el error relativo admisible, 
calculando el volunten del tronco por multiplicación del áren de la 
sección transversal media del tronco por su longitud. 

7.86. ¿Qué cuerpo tiene mayor volumen: la esfera de radio 1 din 
o el prisma triangular regular, cada arista del cual es iguul u 

2 dmí 

7.87. 121 modelo de una esfera con un diámetro de 12 cm y el 
modelo de un cubo con una arista de 1 din están fabricados del mismo 
material. ¿Qué modelo tiene menor masa? 

7.88. El radio OM divide un semicírculo con diámetro AB en 
dos sectores de modo que A MU — 120°. Hállese la razón de los volú¬ 
menes du las figuras formadas por la rotación de estos sectores alre¬ 
dedor de (AB). 

7.89. La sección de una esfera por un tdano perpendicular a su 
diámetro divide el diámetro en relación I : 2. Hállese la relación 
de los volúmenes de las partes du la esfera. 
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7.90. I,a sección de un globo por un plano, perpendicular a su 
radio, divide el radio por la mitad. Hállese la relación do los volú¬ 
menes de las partes del globo. 

7.91. Calcúlese el volumen do un segmento esférico, si el radio 
de la circunferencia do su base es igual a 56 cm, y el radio del globo 
es igual a 65 cm. 

7.92. El sector AOB con un ángulo A OH igual a 30° gira alrede¬ 
dor do la recta ON, perpendicular a | OB |. Hállese el volumen del 
cuerpo de revolución, si el radio del sector es igual a R. 

7.93. En una esfera de radio R esta formado un sector con ángulo 
a en la sección axial. Hállese su volumen. 

7.94. En una esfera de radio 2 dm se taladró un orificio cilin¬ 
drico a lo largo de su diámetro. Calcúlese el volumen de la parte 
restante, si el radio del orificio es igual a 1 dm. 

7.95. El arce de la sección axial de un sector esférico es igual 
a 120°. Hállese la razón entre su volumen y volumen del segmento 
esférico correspondiente. 

7.96. Calcúlese el volumen do una esfera circunscrita alrededor 
de un cubo cuya arista es igual a I m. 

7.97. Un lado de la base de un tetraedro regular es igual a a, 
el ángulo diedro do la base es igual a (f>. Determínese el volumen (le la 
esfera inscrita en el tetraedro. 

7.98. En una esfera, cuyo volumen es igual a 1', está inscrito 
un prisma triangular recto. La base del prisma es un triángulo rectan¬ 
gular con un ángulo agudo igual u a, y ln cara lateral mayor es un 
cuudrado. Hállese el volumen del prisma. 

7.99. En una esfera de radio R está inscrito un cono, cuya gene¬ 
ratriz forma con la altura el ángulo a. Hállese el volumen del cono. 

7.100. En una esfera de radio R está iuscrita una pirámide cua¬ 
dranglar, cuyas aristas laterales están inclinadas hacia el plano do 
la baso de la pirámide bajo el ángulo ip. Determínese el volumen do 
la pirámide, ai en su base está situado un rectángulo, cuya diagonal 
forma con el lado mayor un ángulo igual a a. 

7.101. Hállese el volumen de una esfera inscrita on una pirámide 
triangular regular con la arista de la base igual a a y ol ángulo plano 
del vértice igual a a. 

7.102. En un cono está inscrita una esfera, cuyo área del circulo 
mayores igual a S. Hállese el volumen del cono, si el ángulo entre su 
altura y la generatriz es igual a o. 

7.103. En un cilindro está inscrito un prisma cuadrangular. dos 
aristas laterales del cual están situados en la sección axial del cilin¬ 
dro, y las otras dos, on un plano perpendicular a esta sección. En una 
de las aristas el ángulo diedro os igual a a. La altura del prisma es 
igual al perímetro de su base, y la suma de las diagonales do la baso 
es igual a s. Hállese el volumen del prisma. 

7.104. Alrededor de un cono está circunscrita una pirámide. 
La baso de la pirámide es un triángulo rectangular, uno de los ángulos 
agudos del cual es igual a a. Determínese el volumen del cono, si 
sabemos que el radio de su base es igual a r y la generatriz está incli¬ 
nada hacia el plano de la base bajo el ángulo p. 

7.105. El área de la sección axial do un cilindro es igual o Q. 
Hállese el área de la superficie lateral del cilindro. 

7.106. La diagonal de la desarrollante de la superficie lateral 


327 



(1c un cilindro es igual ;i I y forma el ángulo a con el lado de la desa¬ 
rrollante de la circunferencia respectiva rio la base del cilindro. Há¬ 
llese el área de la superficie total del cilindro. 

7.107. El segmento que une los punios diainelralmcnte opuestos 
de las bases superior e inferior del cilindro, es igual a 10 cm y está 
inclinado hacia el plano de la base bajo un ángulo de 00°. Hállese 
el área de las superficies lateral y total del cilindro. 

7.108. ¿Cuántos metros cuadrados de hojalata se consumen en 
la fabricación de 1 millón de latas de conserva de 10 cm de diámetro 
y 5 cm do altura (para desechos y costuras se del>e adicionar el 10% 
del material)? 

7.109. La altura de un cilindro es igual a h. la diagonal de la sec¬ 
ción axial forma el ángulo <p con el plano de la base. Hállese el área 
de la superficie lateral del cilindro. 

7.110. Un lado del rectángulo es igual a h, el ángulo entre sus 
diagonales es igual a ip. Hállese el área de la superficie lateral del 
cilindro, formado por la rotación del rectángulo alrededor del eje 
que contiene el lado dado. 

7.111. Un cuadrado con un lado igual a a gira en torno al eje 
que es paralelo u su lado y se encuentra del lado más próximo a una 
distancia igual al largo de éste. Hállese el área de la superficie del 
cuerpo do revolución. 

7.112. La generatriz del cono es igual a 1, el ángulo dol vértice 
de la sección axial es igual q>. Hállese el área de las superficies lateral 
y total del cono. 

7.113. El área de la base del cono es Q, la longitud de la genera¬ 
triz es i. Hállense las áreas de las supe rfici es lateral y total del cono. 

7.114. El techo cónico do uu silo de torre tiene un diámetro de 
ll m y una altura de 2 m. ¿Cuántas hojas de hierro para techar se reque¬ 
rirá para este techo, si el tamaño de una hoja es de U,7 m X 1.4 in, 
y pura las costuras y recortes se emplea el 10% del área total del 
lecho? 

7.11.1. Uu triángulo rectangular con un cateto igual u a y con 
un ángulo opuesto a él igual a 30°. gira alrededor de 1a hipotenusa. 
Hállese el área dé la superficie de la figura de revolución oblonidu. 

7.11(1. Un triángulo isósceles cuya longitud de la base es igual 
a b, y el ángulo del vértice, a (f, gira en torno a la base. Hállese el 
área de la superficie de la figura de revolución obtenida. 

7.117. Los lados do un paralelogramo son iguales a a y b, y el 
ángulo entre ellos es igual a n.. Hállese el área de la superficie de 
un cuerpo, formado por la rotación del paralelogramo alrededor del 
lado b. 

7.118. Calcúlense las áreas de las superficies formadas por la 
rotación de las siguientes curvas en tumo al eje Oí: 

a) ,, ■***, O < * «5 -y; li) u * =¿¡u, (I < x < JL ; 


c) y = son *, 0 ^ x ^ n; 

d) r a 1 (»/ — b) 3 o* 

i-) ir it eos** l. f) fx -rl*. 

\ y -■ a sen* í; < l 

\*- T <!*-»». 


< Y\w 
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8) ( x = 2cos t — eos 2t, 

\ K=2sen í—sen 2 1 . 

7.1l!(. En lina esfera por un lado del centro están trazadas dos 
secciones paralelas, cuyas áreas son iguales a 4‘.lji dm : y in ru 2 . Hállese 
el área de la superficie de la esfera, si la distancia entre las secciones 
es igual a ii din. 

7.120. La arista de un cubo es igual a a. Una esfera pasa por 
cuatro vértices de la liase inferior del cubo y es tangente a las cuatro 
aristas de su base superior. Hállese el área do la esfera. 

7.121. Hállese el área de la zona esférica, si los radios de sus 
bases son iguales a 20 m y 24 m y el nidio de la esfera es igual n 25 m. 

7.122. ¿A qué distancia del centro de la esfera de radio ti se 
encuentra un manantial puntiforme de luz, si él ilumina un tercio 
de la superficie de la esfera? 

7.123. Considerando que el radio del globo terráqueo es igual 
a 0400 km. hállese el área de aquella parto de la superficie terrestre, 
que se observa por el cosmonauta desde la nave cósmica a la altura 
de 300 km de la superficie de la Tierra. 

Indicación. Considérese, que la parle visible de la superficie 
terrestre es un segmento esférico. 

7.124. La distancia máxima de alejamiento de la nave cósmica 
«Voslok» de la superficie terrestre fue de 302 km, la distancia mínima, 
de 175 km. ¿Qué por ciento de la superficie terrestre pudo observar 
Y. A. Gugnnn en esos momentos? El radio de la Tierra es igual » 
6370 km. 
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1.67. 4 | a; b; c |. 1.69. —50. 1.70. No son coplannresi la lerna es 
derecha. 1.71. Son coplanares. 1.72. 27 unidades cúbicas. 1.73. (3; —5). 

1.74. (y-; — 2) . 1.79. 13 unidades de trabajo. 1.80. III — —2¡ — 

— 3/+6fc, |M 1 =7. 1.81. 2 H. 1.82. a) No; b) Sí. 1.84. 3 Yl uni¬ 
dades lineales. 


Capitulo II 


2.1. a), b), c) Sí; d) no. 2.3. a) Sí, b) no 


. 2.4. o) { 



y=i; 



i=3+<, 

V~ —2+31; 



x = 2, 

g = -M. 


2.7. a) 


x= —1+3/, 
y = 2 + 2t; 
x—3_¡¡_+4. 
1 —4 ’ 


b) x = i; c) 


|_ = íl ^ 5. d) y= _3 2Í) . J . = 2 . 2.,,,. (3 . _ 7)i 


Ó'Ól 



« = <5; 1). 2.11. y = 1. 2.12. { X y ^_^ nt 2.13. a)!J*-ff + 15-0; 

b) *-7y+17 = 0; l>) 3 *—Sy — 1 =0; c) 2x + 3y=0. 2.14. -| + -g. = l. 

215 . -|-|—^- = 1 . 2 - 16 ' a) (4:0) ' (0: -6 > : b) (—|: °) • ("•■ 4 >- 
— T 

2.17. (— 3; 1). 2.18. 6 unidades cuadradas. 2.19. 

2.20. x + y—6—0. 2.21. ±2x + y—8 = 0. 2.22.20 unidades cuadradas. 

2.23. (AfP): 3*—y —2 = 0; (ATS): x-5y + 4=0; (A'O): x + 3y- 12 = 0. 

2.24. (/ttf): 2*—y+5 = 0; (BC): 2»+»— 9=0; (AC): 2-c—5y—15=0; 

(/l/li): x-y = 0; ( BB,): ]0x~y —3 = 0; (CC,); 2*+7y—3 = 0; 

2-23 ‘ 2»—3#+ 4—0. 2.26. 2x—3y = 0. 2.28. 4*-y — 

— 11=0. 2.29. 3r-2y-13 = 0. 2.31. ( — 5; 6). n= (—3; y) 

2.32.4x+ y —5—0.2.34. y = 4.2.35.2x+5y — 26 =0.2.36. x-y — 7 — 0. 
2.37. 2x + 5y — 4=0 y 2x+5y + 25=0. 2.38. *—y + 7=0. 2.39. 2x + 
+ 3y + 2=l>, 3x—2y + 3 = 0. y =0.2.40. a) x-2y - 5 = 0, « = (1; —2); 

b) 4x-3y —10=0, n = (4; —3); c) 2x+3y—6 = 0. » = (2; 2); d) x- 

— I5y—20 = 0, n —(1; -15). 2.41. a) -y+^y-1; b) ^ = |; 

O { ^2( +3< ’ 2M ' a) <3: 2): b) ,4; 3) - c > 5 >‘- d > (3: 2 >: e > no so 
intersecan. 2.44. (ü; ; (-3; 1); (o¿; -9^) . 2.45. (-2; 5); 

(1; -3); (5; -0); (8; -17). 2.46. (1; 3); (2; 1); (5; 4); (0; 2). 

2.48. x«-4; y = —3. 2.49. z—5; y = ~2. 2.50. y— \ x. 2.51. 4 = i. 

3 5 

2.52. a = 135°. 2.53. 4 — 1. 2.54. *=— -1 . 2.5C. a) =135°; b) -(¡O*; 

c) a =0°; d) a — 90". 2.57. a* 121°. 2.58. k = ~ . 2.59. tga = -|, 

6 — -y- . 2.60. í,a primera recia. 2.61. y = — 2x — 4. 2.62. a) q>—60“; 

b) 9 —60“; c) ip » 44°; d) q> » 53°; e) (p=0°. 2.63. a) Son paralelas; 
l>) no sou perpendiculares; c) no son paralelas ni perpendiculares. 

2.64. 6 = 18. 2.63. «=-i. 2.66. a) q> = 45°; b) (p = 45°; c) <p =: 38°; 

d) <p « 79-; e) <p = 90°. 2.67. a) Son paralelas; b) son perpendiculares; 

c) no son paralelas ni perpendiculares. 2.68. a — 1. 2.69. 6 — 1. 

2.70. a) Coinciden; b) (4; —4); c) son paralelas; d) son paralelas. 

2.71. á) q>—45°; b) (p=00°; c) if es 53"; d) <pss63°; e) (p = 0°. 

2.72. a) Son paralelas; b) son perpendiculares; c) no son paralelas 

ni perpendiculares. 2.73. a=—3. 2.74. a— -i. 2.75. a) * = -í= 
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h) . 2.76. a) 2x—3y — 23=0; b) 3* + 2y — 2 = 0. 2.77. 12*— 

•J 

— 18y+83=0. 2.78. x—y — 17,5=0. 2.79. *+tf—4=0. 2.80. a), 
. 1 ), o). 2 . 81 . a) - 5 -* — 4 #— 5 “°. d = 5 - W — T x+ T V ~ 2rt=0 ' 
rf = 20 ; c) — x— 5=r0, <1 —5; d) —jj*+-#— 2 = 0 , d = 2 ; 


13 


g 

±3=0. 2.84. a) 5; b) 10. 2.83. a) 2.5; b) 3; c) 6,5. 2.80. -pr==. 

2.87. 5x+4y —23 = 0, 8 = -^=-. 2.88. 4x + 3y+10=O, 4x + 3y- 
— 14=0. 2.89. 6*+4)/—3=0. 2.9U. 4x+y—6=11, 3x+2y — 7=0. 


1 ■ T --4 r ¡' ± 


Capitulo III 

3.1. a)x* + y» = 16; h)**+y» = -^-; c) (*+4)* + (y-2)* = 25; 
,1) v x+l)*+(y + |.) 2 =g. 3.2. a) (Os 0). /f = 0; b) (0-. 0), fí=Y 7; 

c) (5; 3). n~T, <l) (-7; -i). rt = 8; o) (2.5; 0). fl = 5 >^2. 

3.3. o) (1; — 2),/?=5; b) (3; — 5), /f = 5. 3.4. x* + y a = 9. 3.5 (x—**)+ 
+(y—7)*=49.3.6. (x—2)* + (y — 3)*=4. 3.7. (*—2)* + (y +1 >*=■ 25.3.8. 
(x—5)’ + y*=9, (x—11) , + y í =9- 3.9. (x—2)*+(y ± 3)*=9.3.I0.(*-1) 2 + 
+ (y — i)i = l, (x—5)*+(y — 5)* =25. 8.11. ruara do la circunfcron- 
cia; b) en la circunferencia; c) dentro do la circunferencia; d) fuera 
de la circunferencia; e) dentro de la circunferencia; f) fuera do la 
circunferencia. 3.12. a) Corta; b) está langonle; oHpasaJuerado la 
circunferencia. 3.13. 3x +2y — 6=0. 3.14. ( x —6)* + (y 0) 

3.15. (*+2)* + y* = 4; (0; 0). (—2; 2), ( — 2; -2). 3.16. (» —1.5)*+ 

+ (y —2)* = 0,25. 3.17. (*-3,1)* + <y + 2,3)* = 22,1. 3.18. 

6 iZ. j , (—2; -2). 3.19. 3*—4y =0. 3.20. 8. 3.21. (* + 2)» + (y + l)* = 
= 40. 3.22. (*-5)* + (y + 2)* = l. 3.23. ** + y* = 2. 3.24. {*“5™“'*. 
3.25. (-4; 0). 3.26. |l+-£- = l. 3.28. (-3; 0). (3; 0). 2r = li. 

3.29. a) 4+4-1; b) ■£+-£-« ’> Í+Í~* 

3.30. a)a = 4,6 = 3, (4; 0), (-4; 0), (0; -3), M/VO. M-V'?! 
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0); b) a = 2, b=~ , (2; 0), («; |) . (o : o) , 

^(- 1 F= 0 ); * -*• ->• (f.o). (-i*®). 

( 0; 4)* M^T 1 ") • Í '*(- J ¡r :«)■.*)•-*. *-1. (2;0). 

(-2; 0). (0; 1), (0; -1). f, (^3; o), f,(-/3;0). 3.31. (-3; l), 

(-3; . 3.32. 3.33. a=5, 6 = 3, 2c = 8, F , (4; O). 

e=-|. 3.34. 2a = 14, 26 = 10, f, (-2 j'í; 0), /•', (2 /B; 0), « = 
= lyl .3.35.-^-i-^-=1.3.3G.—- + 4 = 1. 3.37 . 0,11167 . 3.38. 
0..W5. 3.39. 4 + -f|^=«.3.4O. e =O.0.3.41.-^+11-1.3.42. 

5 = 24 uuúlíulos,cuadradas. 3.43. 4—f-4=l. 3.44. 4 yU. 3.45.3 
y 7. 3.46. z = 3 eos 1 y y=2son<. 3.47. -—"+-75"“= 1 • 


16 


3.48. ¡/ = -|x —3 ^2y y —1-*+3 J-'Í!. 3.49. (4; —5). 3.50. (0; —5) 
y (0; 5). 3.51. 3*—y—12 = 0. 3.52. - ^ = 1. 3.53.-^ — 
— -^-=0. 3.54. (—6;0) y <6; 0). 3.55. a) a =4, 6 = 3; b) a = 

= .±-,6 = 1; c)«=3,6-l, d) e =|, »=|; c) « = 2,6 = 2; 
f) a = 4, 6-3. 3.56. a) 4 y 3; b) (—5; 0), (5; 0); c) (4; 0), ( — 4; (>) ; 
d, „ = *-£*. 3.57.a)f-4=,; b, |L-ii = c , 4 _ 

i. X* i/* X* U* ■ x * r/3 

~ ~ =1; d) 04 ” 36 =1: 0) — - 1T = 1; f) lo ~ — = 

= 1. 3.59. * = — 5 y z = 5. 3.60. j = ±ji; e = -^-. 3.61. V — 

= ±x; e = \f~¿. 3.62. F, ( — 5; ü), (5; U), (—4; 0), (4; 0), e = 

= T’ u ~ ± T* - 363 ir —|t = 1 - 3.64. a = 6. 3.65.4- 

3.66. 4 “4 = 1 - 3 - 07 - n) No: b) < 4; 0) * (*• f) : 

b) ^5; os el punió de tangencia. 3.68. 4"——r =1. 3.69. -i- 
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3.70. k = 2^ ± YH. 3.7i. h«|K“ibola. 3.72. = 

J. *-i*. ( 4 ^). ( 4 ' -*?■)■ 

= 16®. 3.70. » a = 4s; a » 37°. 3.77. a) (0; 0), (4: 4): b) (0; 0), (4; -4)¡ 
c) (4; 4); d) (1; 2), (-j; -|) . 3.78. *—2¡, + 6=0. 3.7(1. (x—2)*+ 

+ 9*“16; (2;4),(2; -4). 3.80. -^+^1 = 1. 3.81. *'*-¡,'*=4. 

3.82. y'» =3*’. 3.83. a) Yl y 2 /§; (— /5; 0),(/5; 0), (0; -2X 
X /§), (O; 2 /3)¡ F x (0; - /7), F, (0; /7); b) 4 |y 3; (-3; 0), 

(3; 0). (0; -4), (0; 4); F, (0; - Yl), F t <0; /7); c) 3 y ; ( — 
; o) , ; o). (O; -3). (0; 3); F, (o; - -2Jp-) . F, ( 0; 


«*. ■> í+ £-«»*+«■ 


■ 1?d > w+-&= 1;e) w+fe=‘ 


+ -77T-Í: w V + 

3.85. 


2>Z n3 

■ 1; •>& + &- 


(9-1)* 




3,, (_^L;2),(^L;2),( 
3.87. fellgg-h (F~ 3 >* .1, 3.88. a) 

O ‘k 


4- ‘4-4- 


i. 


i- m • ra »* 

b) lo—o ‘ 


■i; c) 


//* ■ X a I/ 3 

r-fP=—1; d) ^7=-jr-= — 1. 


10ü 570 “ 1; a> 16 ~ 9 

3.89. a) 3 y 4;b) (0; -4), (0; 4); c) F t (0; - 5). F„ (0; 5); d) y = 

■i.3.»i.fay -fr-y* =i¿ 


. ± 4„3,0.<^ 


(x-3) a (¡>-2)» 


25 -*' 25 16 

-25-*• 3 - 92 * a > **=89; b) x a =—12p; c) p a = Gx; 

d)y«=— 10r. 3.93. x a = — 12p. 3.94. y a = — 24x. 3.95. (y —5) a = 
= 8 (x+4), 9 = 5. x = —6. 3.96. (y + 4)> = —4 (x+2), ( — 0; O). 
8.97. (4; 2) y (—4; 2). 3.99. x* = y. 3.100. y a +9x—36 = 0. 

3.101. * a =5¡/; ¡/4-1,25 = 0. 3.102. 2x—3p—2 = 0. 3.103. 90y = x a . 

3.104. a) Elipse; b) hipérbola; c) parábola d) parábola; e) un par 
de rectas que se cortan; f) un par de rectas paralelas; g) un punto; 
h) una circunferencia; i) elipse. 


Capítulo IV 

4.4. Seis rectas. 4.5. Cuatro planos. 4.6. No es válido. 4.7. No 
es válido. 4.8. Tres pares de aristas que se cruzan. 4.9. 24. 
4.1t. Para la construcción se puede tomar dos puntos arbitrarios: 
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uno situado en el plano de las rectas dadas, pero no pentenociente 
a ninguna de ellas y el otro, fuera del plano que pasa por las rec¬ 
tas dadas, f.n recta que atraviesa estos puntos es la liiiscnila. 
4.13. Conjunto, todas las rectas son paralelas. 4.14. Sí. 4.21. a) 90°; 

!i) 0 ; c) 00'; d) 45". 4.25. *' A . 4.26. 4cm. 4.28. ~ cin. 

4.20. |/WA'|» 3,5cm. 4.31. Rectangular. 4.39. 45° y 135°. 

4.40. ¿«i*. 4.41. 1,17 f^Scrn 5 . 4.46. -4- ah. 4.47. a) Se puedo; 

li); c); d) no. 4.48. 60". 4.49. 17,1 cm; «¡20,lcm. 4.50. 6 cm 

, a s i/á 

y 3cm o 4 cm y 7cm. 4.31. 4cm, 8cm, 12cm. 4.52. --^-. 

4.53. 4.54. a j'l. 4.55. m p'cosfi. 4.56. 50m a . 4.57. » 10,1 Cm. 

4.58. 2ñficin*. 4.59. 32cm. 4.62. Tetraedro y cubo. 4.63. Icosaedro. 
4.64. árceos -y . 4.05. 2 árceos . 4.7. ■=# 7,8 H. 


Capítulo V 


5.1. 11 ) AM=t{r, + r z + r a ); !>) CM =1 (r, + r s — r,)-, c) ÜM =, 
= / ( — r,r+ a + r,>; d) DM = í (r, — r, + r 3 ); o) CM = / (r, — »•„) t € /?. 


( * = 1+2/, ( x — 3+1, 

5.2- a) < ¡,=2 — 2/, b) < y = —2—/, 

v * = 3 + /; li=|/2t; 



5.3. a) 


* + 2_ 


_ y 


z + 3 


b) 


x~2_y+1 


1 — 2 
— 2 


: c) 


— 3 

5.4. a) 

y—1 «+5 

o o 


z ■ t,\ J ~ :i 

T b> -ó" 


-4 


; *» 


x — 4 
3 = 


y+1 

■ (t 


[ x = — 7 + Hí 
5.5. < i/ = 11 — Oí. 

I 2 = 0-12/; 


i + 7 y —11 1 —6 

8 ~ —9 ~ —12 * 
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b) 


1 2 

+ 2 y-3 z 

—5 


5.6. 

6 —0 

2 3 

0 

iñ ** 

\ 1 

=°-l + l + T 

x — 2 y 

4 4 

3—4! 
a i n 

X 

_2_i_ 

1 1 

2 3 

— *> — u, 

50 

50 ‘ 50 — 11 

5 ] 

23 

IV 


C) 


x— 3 y— 1 i + 5 
5 2 8 

— 5 —2 9 


O, 



0.7. a) 2x+3y— 13— O; b) 4*—6y+*—40=0; c) 7y—42 = 0; 
d) y— 2 = 0. 5.8. a) 4x —73 + 24 = 0; b) * + 11=0; c) 7x—2y + 7s — 
— 37 = 0. 5.9. 2ij — s=0. 5.10. x + 2x—4 = 0. 5.11. 16 unidades cua¬ 
dradas. 5.12. n) 45 a ; b) oon c) « 7(T; d) G0\ 5.13. a) Son paralelas 
y no coinciden; b) son perpendiculares; c) so intersecan, pero no 

28 

son perpendiculares; d) coinciden. 5.14. n) fc=-j-; b) * = 0; c) pora 

O 


cualquier k. 5.15. a) a ——fl =—~; b) a = 0, P = 4^-; c) a= 
= 5, p es un número cualquiera. 5.16. 8.r — 2y— 5s — 23 = 0. 
5.17. 2*+3y + * —11=0. 5.18. 5y + 3* + 7 = 0. 5.19. = <í-±i = 


3 



c) —* 


5.20. a) 


1 

* 3 


!/ = *; d) 


X+ 7T 






x_ _ y_ _Jí_4_ 



( x = 2 + 2/, íx = 3 + l, 

5.22. a) < y= — l + 7l, b) < y=2 + 2<, 
l * = 4í; l z—t. 

5.23. 2x + 15y + 7* + 7=0. 5.24. 5x + 5 *—8 = 0. 5.25. n) — -2-*+. 

+ T*-4 —3-0. b) -^.x—i | y _ 2 = 0 ; c) -«- 4 - 0 . 

5.26. a) -i-1 b) 4; c) 16. 5.27. a) 3; b) ; c) 14. 5.28. -4=r. 

ü 3 y 29 


22—Qi 330 
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5.29. n) Íi ; n) 15 ; b) 0. 5.30. a) fiíT; h) 90»; o) a?9“. 

5.31. a) Son perpendiculares; b) son paralelas; o) son paralelas; 
d) son perpendiculares. 5.32. a =2. 5.33. -í- tt = Z ■ 

5.34. x ^ . 5.33. n) No están situadas; b) están 

situadas; c) están situados, d) no están situadus. 5.30. a) Sí; b) no. 
5.37. a) Sí; h) no. 5.38. a) 30°; b) « 65°; c) 0°. 5.39. a) Son para¬ 
lelas, la recta no está situada en «1 plano; h) son paralelas, la 
recta m> está situada en ol plano; c) s<: intersecan on el punto 
(0; 0; —2) no son perpendiculares; d) son perpendiculares, so in¬ 
tersecan ou ol punto (— 2; 4; 4); e) la recta esta situada en el 


plano. 
5.42. a 

_ = 

U ’ 


.40. * 1¿ 2 . = -^-=¿±i-. 5.41. 11*+9¡, + 7i —235 = 0. 



. 5.43 

« + 2 
1 ’ 


I 3* + 2</ — x — 5 = 
l *—8y— i3i-t-9 
* + 2 

O 1 1 


0. 

-0. 


5.44. 



U_ 

1 


Capitulo VI 


o.l. **+»* + *» = 30. 0.2. **+#* + ** = n. 0.3. El punto A está 
situado dentro de la esfera: el punto II, en la esfera; el punto C, 
fuera de la esfera. 0.4. a) (0; f; —3), /f = 9; b) (2; —4; 1), 11 — 

= 0 y'2. 6.0. a) Un punto; li) la circunferencia ** + z* = -¿ , y=~- 

c) un conjunto vacío. 6.7. La circunferencia ** +y* = 0, z = 1 . 
0.8. El contro de la circunferencia está situado on el punto (t; 2; 
— 1), = 3. 6.9. (x— 2)* + <¡,— 3)*+(i—4)* = 16, C (2; 3; 4). 
6.10. (x—4)*+(j,— !)’ + (*—2.5)*=4»,25. 6.11. ** + j,* + z* = 93. 

6.12. ( — 5; 2: 5). 6.13. (*—»)*-f-(*r5)*-+-<* — 5)»=44. 6.14. -|1 + 


- t ’l4' + 




■/» 

Ü4 30 


—-^-=1. 6.17. ^- + J£. — ¿L = i. 6.18. ** + ¡,* = 61. 6.19. ** + 


+ ¡,» = P. 6.20. 9x* — 4¡,« — 4z* = 0. 6.21. — 1. 

0.22. a) Una superficie cilindrica circular, ol eje de la superficie 
cilindrica coincido con el eje Oz, R =5; b) una esfera con centro 
en el origen do coordonadas y radio /í = 5; h) una superficie cilin¬ 
drica elíptica con generatrices paralelas al ojo Oz\ d) una super¬ 
ficie cilindrica hiperbólica con generatrices paralelas al ojo Oz; 
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o) thin superficie cilindrica parabólica. 0.23. 21—|-21-^- = 0. 

x a u 2 z a 

6.2 ti. —-7— = 0. 6.25. Un paraboloide do rotación aire* 

y 9 4 

dedor dol ojo Oí. 6.26. Un hiperboloide de rotación do dos hojas, 
puv una hipérbola. 6.27. Un hiperboloide de rotación do una hoja, 
por una hipérbola. 6.28. Un paraboloide de revolución, por una 
parábola. 


Capítulo Vil 

7.1. y¡ + 0,5V' a . Indicación. V (‘h l U <b s ) = V <<!>,) + V (<!>,) — 

— V (II), n 7.2. «P, c 4>,. 7.3.1. 7.4. 0,5V. 7.C. ' . 

_ 3 V 3 

7.7. a* y'/* — 2a*. 7.9. II»era 9 . 7.10. 2fG V 2 cm 9 « 2*00 cm 9 . 

7.11. ‘ 3 } 2 . 7.12. d3 .y 3 . 7.13. 3 /5in s *5,2in 1 . 7.14. 33ü0cm*. 


7.15. 144 cm a . 7.10 . 360 era 3 . 7.17. 312 cm*. 7.18. 


«® VI 


7.10. 8 m». 7.20. ~ Y 4- ■ 7.21. 57,6 cm®. 7.22. 3cm. 7.23. 32 m, 
«1 ü 


:v. m. 7.24. 0 m a . 


X /eos (30* — a) eos (30» + a). 7.27. 12 /7 cm® « 31,7 cm®. 

7.28. —-g— cm® « 32,5 cm®. 7.29. ~Q y'l sen 2a. 7.30. Q ¡/ . 

7.3). « 170. 7.32. 4 m x 4 m X 2 in, 1200. 7.33. 16n cm®. 7.34. 128nx 
X /fein». 7.35. CS. 7.36. ~ VñSf. 7.37. -2Li~i- . 7.38. « 1,9 kg. 

7.39. 1300m®; 7,5 !ó. 7.40. 240 cm*. 7.41. 252 j'sdra® » 430,5 dm®. 

_ ... a , /" 3a cT „ ab y'i2a 2 —3!>* 

7.42. 2a® sen -j- y son sen —. 7.43. --—g-. 

7.44. « 14,9 dm*. 7.45. 18 /39 cm® « 112 cm®. 7.40. abe y —eos 2a, 

■j<a <~y . 7.47. 192 cm®. 7.48. 2 \ r, A m* « 3,5 m». 7.50. 

122,4 cm®. 7251. ** V Cus ” ', a < 7.52. sen*a tg<p. 

L 6sen y 

7.53. i-a*h sena. 7.54. -|-A*fltg-|-. 7.55. -i- S V 2 S VI. 
7.56. «2,6 millones de m®. 7.57. «1,7 cm. 7.58. -2^- )/J. 
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7.59. 1000 ni*. 7.CO. 5000 cm*. 7.61. 2100cm*. 7.02. -L (a »_¿,*) tga. 


7.63. 


a 3 — b* 
0 eos a 


y' —eos 2a, -2- < a < ~ . 


7.64. 




4 1^1 — 2 eos ip ’ 
7.65. a)h) l2n; e)l,6n: n; .» -g-¡ 

f) 0,3n; g) -2-; h) 3I(a '^ 3)a8 . 7.06. ji /ácm*. 7.67. 9n v'3cm*. 

7.68. 3n V5 cm 1 . 7-09. 18n era 3 . 7.70. ¿n,P 


3 sen 2<p sen <]■ eos* — 


7.71. 320íi cm 3 . 7.72. 4,5n /Jera 1 . 7.73. 448n dm 3 . 7.74. 

X V'S son 2a. 7.75. ^-no 3 tg J a. 7.70. 4 nS \'s sen 2a. 7.77. 4“X 

1* o o 

X Jim 3 sen* p. 7.78. « 19 t. 7.79. «1,1a. 7.80. 182n dm 3 . 

7.81. 10500ji era 3 . 7.82. 1946 ji cm*. 7.83. 2na 3 son a cosí 

7.84. nd 3 tg-j- ■ 7.85. 2%. 7.8G. lis más grande el volumen de 
la esfora. 7.87. El modelo do la osfora es más ligero. 7.88. 3:1. 
7.89. 20 : 7 . 7.90. 5 : 27. 7.91. cm«. 7.92. ~ fí’. 7.93. jX 

X nfí 1 sen* 4 • 7-94- 4 /3n dro 3 . 7.95. 3:1. 7.90. -íp-jun 3 . 

— * 

7.97. tg 3 ^ ■ 7 - 98 ‘ 3V g J1 > —' sep 2 «- 7 - 99 - -|-n/í*«en»2ax 

Xcos* a. 7.100. -4- /?* sen* 2q> son* <p sen 2a. 7.101. a*x 

O tí 

/ j/ 3ct,»-f~ 1 

\ l/3+3ctg-~ 

»«■ , • ,J “- t •■* (f - f) ■- t 11 * 


J. 7.102. |-/|-ctgae, g *(f-4). 


7.105. nQ. 7.106. (eos* a + n sen 2a). 7.107. 25 VÜn cm* « 

¿7\ 

»136 cm*, (25 y'íi-f 12,5) n cm*» 175 cm*. 7.108. « 35 miles de m*. 
7.109. n/i* clg <p. 7.110. 2nft*lg-|-- 7 - ,u - 12na*. 7.112. ni* sen 4, 
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ni» sen (l + son . 


7.m. ni l/|, «i l/^ + <?• 
Ji6» ctg 

7.114. k 40 hojas. 7.115. 4-na (2+y3). 7.116. -— . 

2 sen-|- 

7.17. 2na(a+ 6) sena. 7.118.a) b) ^f-(2 /2-l); c)2nx 

x(/2+ln (1+ /2)); d) 4n»ai>; o> -^ na»; f) n; h) -í|5-n. 

7.119. 25nm 1 . 7.120. -|1 na*. 7.121. *00ji m», ilOOnm». 7.122. 3/í. 
7.123. «11,5 millones de km». 7.124. 2,3 % y 1,3%. 



ALGUNAS FORMULAS Y ECUACIONES 


l. Voc tures 

1. La longitud del vector a = (j; ;/; ;) es: 

|a| = !■'**+** + *« 

2. El producto escalar de los vectores a — (x¡: y,; z,l y 6 —- 
= (*a! i/«i »a) es: 

0-6 = .r,x. ■+• y,!/, -f 

3. El producto vectorial de los vectores a = (.r,; y¡\ z¡) y b = 

— <a¡: i S )- 

« y k 

|o; x, y, i, . 

*i Vt sj 

ó. El producto mixto de los vectores « ~ (x,; y,; z,), 6 = 
= <* 2 ; y 2 : * a > y c = (x 3 : y.,; *,) es: 


*1 

y i 


(a\ 6; c)= x 3 

y» 

*! 

*3 

Va 

s.l 


5. El coseno del ungido entre los vectores a y 6, 

/v o-6 

c °Ma: 6)= |a ,-.| 6 -. 

II. Lh recta en el plano 

1. Ecuación general de la recta: 

Ax + By -f C = O, /i* + B* 0. 

2. Las ecuaciones paramclricas de una recta con vector director 
a = («,; a 2 ), que pasa por el punto <.t„; y„) son: 

|x=x 0+fli< . <€fl 

t V = lfo + «M. 

3. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos (*,; y¡) y (x 2 ; y e ): 

*— J i _ ’J — 'Ji 
x 3—*i 'Ji—y i ‘ 
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4. La ecuación segmentaria de una recia, es decir, la ecuación 
de la recta que pasa por los punios (a; 0) y <0; i), a 0, b =s 0 es: 



5. Ecuación de una recta con codicíenle angular k y ordenada 
inicial l>: 


y — kx + 6. 


0. Ecuación de una recta que 
dicularmente al vector n — (A ; fí 


pasa 


por el pimío (x 0 ; y 0 ) perpen- 


A (x — x 0 ) + B (y — y 0 ) = 0. 

7. La ecuación normal de una recia es: 

x eos <p y sen q> — p = 0, p >0. 

donde p es la distnneia del origen de coordenadas a la recta, 9 es la 
magnitud del ángulo entre el eje Ox y el vector normal de la recta. 

8. La distancia d del punto <x,; ij,) a la recia, definida por la 
ecuación normal es: 


d — | x, eos <p + y, 


9. El coseno del ángulo entre las rectas definidas por 
clones A ,c -|- fí,y + C, '= 0 y A t x +- H,y + C t ■= O es: 


las ecua- 


A,A 1 + H l K 1 _ 


10 

ecuaciones y 


co3<r l'/lí + WI l df+71 ' 

1. La tangente del ángulo entre las recias, definidas por lus 
ines y — k¡r + b¡ y y = k t r -+- ó, es: 


k,-k. 


III. Curvas de segundo orden 

1. Ecuación do la circunferencia de radio /? con centro en el 
punto (n; b): 

(x - a)’ + (y - 61* = fi*- 

2. Ecuación canónica de la elipse: 



a >i. 


donde a es el semieje mayor, b es el menor. 

3. Ecuación canónica de la hipérbola: 



donde a es el semieje real, 6, el imaginario. 
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4. Ecuación canónica do la parábola: 

y 1 = 2 px, p > 0. 

5. La dependencia entro la distancia scmifocal c y los semiejes 
a y b os: 

para la olipse e 2 = a 3 — 6 a , 
para la hipérbola c- = a* ■+■ b 2 . 

IV. Volúmenes de los cuerpos 

1. Paralelepípedo rectangular con dimensiones a, b, c: 

V = abe. 

2. Prisma con área de baso Q y altura H: 

V = QH. 

3. Pirámide con área de baso Q y altura //: 

v =4 QH - 

4. Pirámide truncada con áreas do las bases igualas a Q y q y 
altura //: 

5. Cilindro circular con radío de la base igual a R y altura II: 

V -= nfí'II. 

0. Cono circular con radio de la base igual a R y altura H: 

V —■ Jt/? 2 //. 

O 

7. Cono truncado circular con radios de las bases R y r y altura II: 

V=-i-n(rt a + /?r + r 2 ). 

8. Esfera de radio R: 

v ~~T nfí3 

i). El cuerpo formado por la rotación alrededor del eje Ox de un 
Irapccio curvilíneo, correspondiente a la función y = / ( x ), * g [o; b] 
es: 

b 

y = n j / a (*) dx. 
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10. El cuerpo situad'» entro los planos x = a, x = íi >■ a, coa 
área S { x) perpendicular al eje Ox de la sección, 

b 

1’» (r) dx. 

a 

V. Areas de las superficies laterales 

1. Pirámide regular con perímetro de base P y apotema h: 

S=-j-Ph. 

2. Pirámide regular truncada con perímetros de bases P y P¡ 
y apotema h : 

S= -|-</> + P 1 )h. 

3. Cilindro recto circular con radio de base fí y altura //: 

S = 2n /?//. 

4. Cono recto circular con radio fí y generatriz D: 

S = nllL. 

5. Cono recto circular truncado con radios de bases R y r y gene¬ 
ratriz L: 

S = n (/! + r) L. 

VI. Areas de las superficies 

1. La esfera de radio li es: 

5 =» 4jt«* 

2. La superficie formada por la rotación alrededor del eje Ox 
del gráfico de la función y = / (z), x g [a, 6] es: 

b 

S -2« j / (x) /!+(/' <*))» dx. 



BREVE ESBOZO HISTÓRICO 


El inicio do la geometría data do tiempos remotos y se debió 
a necesidades prácticas (medición de parcelas do tierra, volúmenes de 
cuerpos). Esto lo testimonian los textos de autores de la Grecia Anti¬ 
gua. por ejemplo, de Eudeino de Rodas (siglo IV a.n.e.) v Herodoto 
(siglo IV a.n.e,), 

«Sesliostris. rey de Egipto, cuenta Xerodoto, repartió las tierras 
dando a cada egipcio una parcela según el sorteo. Conforme a estas 
parcelas sus dueños pagaban cada año los impuestos. Si una de las 
parcelas era inundada por el Nilo, su dueño se dirigía al rey. El rey 
mandaba a los agrimensores (geómetras), los cuales medían en cuanto 
disminuyó lu parcela y según los resultados se reducía el impuesto». 

Se necesitaba almacenar la cosecha recogida de las parcelas. 
Surgió la necesidad de calcular las capacidades de los depósitos de 
granos. En el papiro do Ajines (aproximadamente 1700 a.n.e.) hav 
problemas de cálculo de volúmenes de los depósitos de granos. 

Asi pues, ya a los antiguos egipcios les eran conocidos los más 
simples dalos y nociones de geometría. 

En las matemáticas egipcias de aquel entonces no había defini¬ 
ciones, axiomas, teoremas y sus demostraciones. La exposición de 
los conocimientos matemáticos se reducía u ejemplos y prescripciones 
destinados a la solución de problemas aislados. 

Sin embargo, el desarrollo do la geometría como ciencia tuvo 
lugar principalmente en la Grecia Antigua. Aquí se iban acumulando 
dalos sobre las relaciones métricas en los triángulos, sobre las medicio¬ 
nes de las áreas y volúmenes, relación de semejanza y de las propor¬ 
ciones de figuras, secciones cónicas, problemas de construcción. 

Con el nombre de Talos de Milcto (aprox. 625-547 a.n.e.), filó¬ 
sofo y matemático griego, está relacionada la aparición de las primeras 
demostraciones de algunos teoremas do geometría (el diámetro divide 
el círculo por la mitad; los ángulos de la base de un triángulo isósceles 
son iguales; el criterio de igualdad de los triángulos por un lado y dos 
ángulos). Es interesante señalar que Tales utilizaba los conocimientos 
teóricos^para resolver problemas prácticos (medición do la altura de 
una pirámide según la sombra aue ella produce; determinación de la 
distancia de un barco al litoral). 

Oe este modo so dió el inicio a la formación científica de la geo¬ 
metría. 

El trabajo iniciado por Tales fue continuado posteriormente por 
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oíros sabios: l’ilágorus (aproximadamente 580-500 a.n.c.), Hipócrates 
do Qníos (segunda mitad del siglo V a.n.e.), Eudoxio do Cíclico (apro¬ 
ximadamente 480-355 a.n.e.). 

Los «Elementos» de Euclides (aprox. 365-300 a.n.e.) son la pri¬ 
mera obra teórica de las matemáticas que se conservó basta nuestros 
días. 

Euclides realizó su actividad científica en Alejandría. Este sabio 
escribió no sólo trabajos do matemática, sino también de física, astro¬ 
nomía y música. 

Cuentan de Euclides. que amaba la ciencia abnegadamente y nunca 
admitía la insinceridad. Una vez el rey Plolomeo le preguntó, si había 
una vía más corla para cJ conocimiento de la geometría, que el estudio 
de los Elementos, respondiendo Euclides con orgullo que en la geo¬ 
metría no existía el comino de reyes. 

Los Elementos son la obra cumbre de Euclides. En olla fueron 
formulados los principales postulados (axiomas) de la geometría, de 
los cuales, con ayuda de razonamientos lógicos, se deducían las dis¬ 
tintas propiedades de las figuras más simples cu el plano y en el 
espacio. En esta obra por primera vez se formaron Jas bases del método 
axioma tico. 

Durante dos mil años la geometría se estudió por los Elementos 
de Euclides. Esta obra era casi el único manual de geometría en las 
escuelas. 

Solamente n finales del siglo XVIII fueron escritos nuevos manua¬ 
les do geometría por grandes matemáticos, que oran a lu vez profesores 
de talento. 

El desarrollo de la geometría, justamente basta el siglo XVII, 
tuvo lugar no tan intensamente. El renacimiento de las ciencias y las 
artes en Europa contribuía al desarrollo de la geometría. 

En la primera mitad del siglo XVII R. Descartes (1596-1650), 
filósofo, matemático, físico y fisiólogo francés, propuso un enfoque 
completamente nuevo u la solución de los problemas de geometría. 
Las investigaciones matemáticas de Rene Descartes están estrecha¬ 
mente ligadas a sus trabajos filosóficos y de física. El creó el método 
de coordenadas que permitió introducir en la geometría los métodos 
del álgebra y, posteriormente, del análisis. En 1637 Descartes intro¬ 
dujo por primera vez en la geometría las nociones de variable y de 
función. Para Oescartes la variable se expresa como un segmento do 
variable longitud e invariable dirección (coordenada instantánea de 
un punto que, moviéndose, describe una curva) y como una variable 
numérica continua que recorre mi conjunto de números, que forman 
un segmento de coordenadas. La imagen de variable doble acondicionó 
la penetración recíproca de la geometría y el álgebra, a la cual aspiraba 
Descartes. 

«La variable cartesiana, señalaba F. Engcls, fue el punto do viraje 
en la matemática. Debido a ella el movimiento y, por lo tanto, la 
dialéctica formaron parle de las matemáticas» *). 

A partir de este momento la geometría se desarrolla^impetuosa¬ 
mente. Aparece la geometría analítica, en la cual por métodos alge¬ 
braicos se investigan las curvas y las superficies definidas por ecua¬ 
ciones algebraicas. El método de coordenadas creado por Descartes 


l > C. Marx y F. Engels. Obras completas, val. 20, pág. 573. 
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se considera como su logro principal en la geometría analítica, ciencia 
que ha sido elaborado a la vez por él y por Pierrc Fermat (1601-1665). 

Los métodos de análisis matemático empleados en la geometría 
por L. Euler (1707-1783) y C. Monge (1746-1818) echaron las bases de 
la geometría diferencial. Sus partes principales, la teoría de las curvas 
y la teoría do las superficies, se desarrollaron y generalizaron inten¬ 
samente en los trabajos de C. Gauss (1777-1855) y otros geóme¬ 
tras. 

La geomolría comenzaba a dar sus pasos como ciencia física y sus 
primeros resultados describían las propiedades de las magnitudes 
físicas observadas. Luego, hasta la segunda mitad del siglo XIX, la 
geometría tenía como objeto las relaciones y las formas de los cuerpos 
del espacio, cuyas propiedades se definían por medio de axiomas for¬ 
mulados por Euclides. Entre estos axiomas, el axioma de las paralelas 
(quinto postulado) fuo con frecuencia llamado mancha negra en la 
obra genial de Euclides la cual es como si se dividiera en dos partes. 
Una parte consta do teoremas que no dependen del quinto postulado 
y la otra contiene teoremas, cuyas demostraciones se basan bien direc¬ 
tamente en el axioma de las paralelas o bien en los teoremas, demos¬ 
trados basándose en este axioma. 

Naturalmente surgía la pregunta: «¿No es posible librarse del 
quinto postulado como axioma o demostrarlo?» 

Las Lontatlvas de demostrar el axioma de los paralelas duraron 
más do dos mil años. Casi todos los eminentes matemáticos probaron 
sus fuerzas en la solución do este problema. Sin embargo, el problema 
quedaba sin resolver. Para salir de esta situación y encontrar una vía 
correcta a lu solución del problema era necesario no temer a enfren¬ 
tarse a las personalidades de prestigio, tener un espíritu revoluciona¬ 
rio. gran audacia científica, se necesitaba un genio del pensamiento 
matemático, capaz de romper con los prejuicios multiscculares y de 
una forma nuevu comprender y resolver el problema. 

EL gran matemático ruso Nicolás t. Lobachevski (1792-1856) 
resultó ser tal genio y revolucionario en la ciencia. Por primera vez 
N. I. Lobachevski estableció rigurosa y científicamente la infructuo¬ 
sidad de las tentativas de demostrar el axioma de las rectas paralelas, 
El demostró que es imposible deducir la afirmación de este axioma de 
los demás axiomas de Euclides. 

En 1826 N. 1. Lobachevski construyó la geometría que tiene por 
baso un sistema do axiomas, que se diferencia del sistema do axiomas 
de Euclides sólo en el axioma do las rectas paralelas. 

Como resultado apareció una geometría lógicamente no contra¬ 
dictoria, quo se diferencia sustancialmentc de la euclidea. 

Las ideas de N. I. Lobachevski eran tan originales e inesperadas, 
y hasta tal punto adelantaron su siglo, que no fueron comprendidas 
incluso por los grandes matemáticos de aquel tiempo. 

N. I. Lobachevski, insigue profesor y rector (dirigente) de la 
Universidad de Kazan, so ocupaba incansablemente de todos los asuntos 
de la Universidad. Trabajaba constantemente por mejorar la ense¬ 
ñanza do las matemáticas en las escuelas, escribió manuales de álgebra 
y geometría. Condenó siempre a las personas que no deseaban trabajar 
debidamente y aportar el máximo posible a la sociedad. 

N. I. Lobachevski era no sólo un geómetra de fuerza creativa 
excepcional, sino también un matemático dotado de un talento mul- 
tifacético. 
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Después de que las ideas de Lobachcvski ganaron notoriedad, su 
geometría empozó a desarrollarse impetuosamente, especialmente en 
los trabajos de D. Ricmann (182ti-1 SCO), A Kelly (1821-1895), 

F. Klein (1849-1925), D. Hilberl (1802-1943). 

Los trabajos de B. Bieiuann adquirieron un significado especial 
debido a que sus ideas y las ideas de N. 1. Lobachcvski constituyeron 
la base matemática de la teoría de la relatividad de A. Einslein (1879- 
1955). 

La geometría de N. I. Lobachevski y. seguidamente descubierta, 
la geometría no euclidiana de Ricmann son parte sólida de la ciencia 
moderna y encuentran aplicación en la solución de los complicados 
problemas teóricos y prácticos de la matemática, de la física y de 
la técnica modernas. Sin embargo, la geometría de Euclides conserva 
su importancia en lo que se refiere a la práctica, en la construcción, 
en la técnica y, ñor lo tanto, es objeto de estudio en las escuelas de 
enseñauza general y de peritaje. 

El desarrollo de la geometría y sus aplicaciones en las distintas 
ramas de las matemáticas y de las ciencias naturales evidencian la 
importancia de la geometría como uno de los medios más profundos 
y fecundos, por las ideas y por los métodos, en el conocimiento de la 
realidad objetiva. 

La ciencia matemática soviética siempre prestó gran atención al 
dcsarrnllo de la geometría logrando en esta rama del saber notables 
éxitos. 



A nue stros lectores: 


Mir edita liliros soviéticos traducidos al 
español, inglés, francés, arabo y otros idio¬ 
ma» extranjeros. Entre ellos figuran las 
mejores obras de las distintas ramas de 
Ja ciencia y la técnica: manuales para los 
centros do enseñanza superior y escuelas 
tecnológicas; literatura sobro ciencias na¬ 
turales y médicas. También se incluyen 
monografías, libros de divulgación cientí¬ 
fica y ciencia ficción. Dirijan sus opiniones 
a la Editorial Mir, 1 llizbski per, 2, 
120820. Moscú, 1-110, GSP, IIUSS. 



En 1984 Mir publica: 

A. Tsipkin 

MANUAL DI! MATEMATICAS PARA LA ENSEÑANZA MEDIA 

El manual está destinado para las escuelas do enseñanza media 
general y técnica y contiene una exposición amplia de las partos 
do las matemáticas que integran el progruma de enseñanza media. 
La olira se compone de los siguientes apartados: elementos do la 
looría do conjuntos, números reales, números complejos, método 
de coordenadas, geometría, trigonometría, teoría do los límites, prin¬ 
cipios del cálculo diferencial o integral, funciones elementales. 
Algunos de los apartados que integran esto libro no forman parto 
actualmente del programa escolar, pero son imprescindibles pitra 
lian mejor comprousión do los fundamentos do las uitilvriiiUicas. 
Entre ellos cabe señalar: la divisibilidad de los números enteros 
y polinomios, los algoritmos do Elididos, el teorema fundamental 
del álgebra, las curvas de segundo orden, etc. Junto con los cono¬ 
cimientos elementales que tienen carácter general, en el manual se 
examinan las propiedades aproximadas de las fracciones continuas 
y se da uno de los más simples y conocidos métodos dol cálculo 
aproximado, ol método do tangentes do ffcwton. 

El manual tiene fundamentalmente un carácter teórico y puede ser¬ 
vir no sólo como guía, sino que también como un libro do repaso 
y so da uno de los más simples y conocidos métodos del cálculo 
paración do los exámenes de ingreso en los centros de enseñanza 
superior. 



N. Efímov 

GEOMETRIA SUPERIOR 


Ea este libro so examina un gran número do problemas. So da una 
argumentación matemó tica do la geometría ouclidoa y do las geo¬ 
metrías no cuclideas do Lovaciiovski y Hieman, do la geometría 
[iroyoctiva, geometría de Minkovski y de las cuestiones geométricas 
de la teoría espacial de tn relatividad, nsí como una noción general 
do las formas tapolúgicas de la geometría do curvatura constante, 
I.n obra so divide en tros parles. El material principal se 1 expone 
en las dos primeras. El libro so caracteriza por la claridad de su 
exposición, aunque las cuestiones que trata, por decirlo así, no 
siempre son sencillas, lia sido reeditado varias veces en la URSS 
y en otros países, luí obra está dirigida u los estudiantes de los 
centros docentes superiores, ns! como a todos aquellas personas quo 
so interesan por la matomática. 



